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Abstract 

In this work we give a thorough study of Hurwitz stacks and associated Hurwitz moduli spaces, 
both in Galois and non Galois case. We compare our construction to those proposed by Harris-Mumford, 
Abramovich-Corti-Vistoli and Mochizuki-Wewers. We apply our results to revisit some classical exam- 
ples, particularly the stacks of stable curves equipped with an arbitrary level-structure, and the stack 
of tamely ramified cyclic covers. In a second part we exhibit some tautological bundles and cohomology 
classes naturally living on Hurwitz stacks, and give some universal relations, in particular a higher 
analogue of the Riemann-Hurwitz formula, between these classes. Applications are given to the stack 
of cyclic covers of the projective line, with special attention to Cornalba-Harris type relations and to 
Hyperelliptic Hodge integrals. 



Subject class: 14D15,14D20,14D22,14H30. Mots cles: algebraic stack, covering of curves, formal defor- 
mation, group action, moduli of curves. 
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1. Introduction. 



L'objectif de ce travail est l'etude systematique des champs de revetements moderement ramifies 
entre courbes algebriques. Rappelons que classiquement [35], par espace de Hurwitz, on entend la 
variete algebrique H g ,d parametrant les revetements tt : C — > P 1 de degre d de la droite projective, 
par une courbe lisse de genre g, et definis sur un corps algebriquement clos k. Modere signifie que 
l'ordre du groupe de monodromie, c'est-a-dire le groupe de Galois de la cloture galoisienne, a un 
ordre premier a la caracteristique p de k, si p > 0. Ces espaces (ou mieux les champs associes H gt d), et 
leurs compactifications naturelles H 9j d et 7i 9t d, jouent un role significatif dans de nombreuses questions. 
Citons comme exemples du cote arithmetique, la formulation geometrique du probleme de Galois inverse 
par Fried [32] , Fried- Volklein [34] , mais aussi la generalisation des tours modulaires suggeree par Fried 
[33]. Du cote geometrique les recents et profonds developpements autour de l'etude asymptotique des 
nombres de Hurwitz, en d'autres termes la theorie de Gromov-Witten sur P , developpee par Okounkov- 
Pandharipande [59], Graber- Vakil [38], et Ekedahl-Lando-Shapiro-Vainshtein [27] ont une expression 
en termes de champs de Hurwitz. Signalons aussi l'etude parallele a certains egards de l'espace des 
modules des courbes avec structure de spin (dans un sens generalise) par Jarvis [43], [44], et Jarvis- 
Kimura [45]. Un point de vue different, celui des applications stables de Kontsevich C — > P 1 [49], [53], 
s'est impose comme une approche alternative pour aborder ce genre de questions, du moins lorsque la 
base est rigide. II n'est pas utilise dans notre travail. 

Les champs de Hurwitz seront essentiellement vus comme correspondances entre espaces de modules 
de courbes. C'est cette position qui a ete la motivation principale pour entreprendre le present travail. 
On notera que la construction des espaces modulaires de Hurwitz a ete abordee a plusieurs reprises 
dans la litterature, mais sous des angles particuliers, le plus souvent pour les revetements de base P 1 , 
et avec un traitement partiel ou imparfait de la compactification stable marquee. On se reportera au 
rapport de Debes [16], ou a Wewers [68], [69]. 

Notre objectif est d'abord de proposer une construction uniforme, puis ensuite une etude detaillee 
des champs Hg.h.d, en corollaire des espaces de modules H g ^,d, classifiant les revetements tt : C — ► D 
definis sur un corps algebriquement clos k, de degre d, d'une courbe de genre h par une courbe de genre 
g, la ramification etant supposee moderee. Si h — 0, c'est la situation du debut; si d — 1, = M g . 

On observera qu'en general 'H g ,h,d n'est pas connexe, mais possede la propriete que les composantes 
connexes sont irreductibles; propriete partagee avec tout champ localement noetherien et normal. On 
separe de maniere grossiere ces composantes en fixant le type de la ramification, appele la donnee de 
Hurwitz, ou la donnee de ramification, et notee £ dans le texte (section 2.2). L'espace de Hurwitz H g> h,£ 
qui en decoule n'est en general pas connexe. Le nombre de composantes connexes (ou irreductibles) est 
le nombre de Nielsen (Definition 2.4). La contribution principale du present travail est la construction, 
puis l'etude, de la compactification naturelle par adjonction des revetements stables, 7i g ,h,£ de H gt h,£- 
A ce stade les choses sont plus subfiles, du fait que plusieurs choix naturels sont possibles, marquage 
ou pas par le diviseur de ramification. 

II doit etre note que des constructions partielles de l'espace de Hurwitz sont presentes dans la 
litterature, d'abord par Fulton [35] dans le cas des revetements simples de la droite projective, puis 
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dans une logique difierente par Fried [32]. On notera cependant que l'espace modulaire considere par 
Fried, et qui concerne la base P 1 , n'est pas identique au notre, bien que directement lie; le champ 
de Hurwitz est le champ quotient de celui de Fried par PGL(l). La comparaison entre ces deux 
constructions, la construction de Fried et la presente construction, est analysee par Debes [16], voir 
aussi Emsalem [29], [30]. Une approche plus systematique de la construction du schema de Hurwitz, 
ainsi que d'une compactification naturelle par adjonction des revetements admissibles, a sa source dans 
le travail de Harris-Mumford [42], et dans les raffinements proposes par Mochizuki [55], Wewers [68] 
[69]. 

Les champs de Hurwitz sont, comme on va le voir, d'une extreme souplesse, du fait qu'il est possi- 
ble de jouer avec les parametres: groupe, donnee de ramification et marquage. Le champ T~lg,h,£ (resp. 
7~tg,G,z) e st du fait de sa definition, la source d'un morphisme naturel et important (le discriminant): 
(C — > D) i — > (D, ({Qj}), qui associe a un revetement sa base marquee par les points de branchement, 
definissant, si r est le nombre de points de branchement, un morphisme Hg t h,i — > M.h,r- Plus impor- 
tant est le fait que ce morphisme se prolonge en Ti gt h,£ — y Mh,r, c 'est & dire aux compactifications 
stables. On observera qu'un revetement stable est essentiellement stable marque par les points de 
ramification, avec une subtilite liee a la coalescence eventuelle des points de ramification d'indice deux. 
De cette maniere les champs (espaces) de Hurwitz apparaissent comme des revetements (ramifies) de 
Mh,ri (resp. M.h,r)i l'espace des modules des courbes de genre h avec r points marques. On notera 
que ces espaces contiennent comme cas particuliers les espaces modulaires de courbes avec structure de 
niveau (§ 8). C'est de maniere simplifiee, un point de vue finalement assez fructueux, exploite dans [3], 
de voir un revetement comme la donnee d'une sorte de structure de niveau (non abelien) sur la base, 
et reciproquement. 

La construction de la compactification stable du champ de Hurwitz, modelee sur celle Mh,r pour 
M.h, r , est le sujet de la section 6. L'idee, somme toute banale, revient a ajouter a H.g,h,i les revetements 
dits "stables", qui doivent etre distingues des revetements admissibles introduits dans Harris-Mumford 
[40], [42], et des applications stables de Kontsevich [49]. Contrairement aux applications stables, un 
revetement stable est un objet qui, dans le cadre des revetements, provient par specialisation d'un 
revetement entre courbes lisses, ou d'une autre maniere est tel que le revetement generique dans sa 
deformation universelle est un revetement entre courbes lisses, i.e. qui est lissifiable. Un point du bord 
est represente, dans le cas galoisien, par une courbe stable marquee par les points de ramification, ce 
qui interdit a ceux-ci a se localiser en des points doubles, cela joint a une condition de stabilite de 
Taction du groupe de Galois G du revetement. On notera que les points doubles qui peuvent avoir un 
stabilisateur non trivial, alors cyclique, ne sont pas considered comme des points de ramification, par 
contre ils interviennent dans la deformation universelle de C — > D (voir la section 5 pour des details). 
II y a une definition alternative au concept de stabilite, qui revient a ignorer le marquage par le diviseur 
de ramification. En effet les points de ramification ne sont pas mobiles, ils sont assignes par Taction du 
groupe de Galois. Bien que sans importance pour les espaces de modules, les deux definitions peuvent 
conduire a des champs distincts (voir §6.4). On notera qu'un modele de cette construction etait deja 
visible dans la compactification des revetements doubles utilisee par Beauville [7] . 
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Dans le cas non galoisien, un revetement stable sera defini (section 6) comme un revetement qui 
etale-localement admet une cloture galoisienne (voir section 6.5). Ces uniformisations galoisiennes 
locales doivent satisfaire a une condition de coherence. Un revetement stable est admissible, mais 
la reciproque n'est pas vraie : les champs correspondants different. Le champ de Hurwitz est de 
maniere precise la normalisation (desingularisation) du champ de Harris-Mumford. On doit noter qu'on 
arrive essentiellement au meme resultat en enrichissant un revetement admissible d'une log-structure, 
construction etudiee par Mochizuki [55], et Wewers [68]. Cette construction differe legerement de 
la notre. C'est d'ailleurs une vertu essentielle des champs de Hurwitz, ou de ceux qui en derivent, 
que de proposer des compactifications lisses aux divers problemes de modules poses par les revetements 
moderement ramifies. Cela sera verifie pour le champ M g (G) des structures de niveau G sur les courbes 
lisses de genre g (g > 2), i.e. des G-revetements principaux de base une courbe lisse de genre g. Nous 
decrirons (section 8) une compactification lisse M g (G) de M g (G), a la difference de Deligne-Mumford 
[20], mais par contre non representable, meme si le niveau domine le niveau abelien (n),n > 3. Les 
objets de ce champ seront les G-revetements principaux degeneres stables. Un objectif similaire au 
notre a ete atteint, cependant par des methodes et points de vue differents, par Abramovich-Vistoli 
et leurs coauteurs [1], [2], [3]. Les objets qu'ils decrivent sous le vocable de "balanced twisted stable 
maps", constituent les points d'un champ de Deligne-Mumford lisse et propre, et qui n'est pas autre 
chose que le champ (quotient) (§6.4) : 

Mg., b (BG) = H n g ,G,e//z(G) 
m 

la somme etant sur les donnees de Hurwitz, et Z(G) etant le centre de G. Le point de vue des revetements 
adopte igi rend les constructions tres naturelles. Cela s'applique a l'extension G-equivariante des theories 
topologiques des champs par Turaev, Jarvis at al (voir [45], [46]). 

Decrivons brievement le contenu du present travail. Dans le paragraphe 2, on introduit les 
definitions de base, donnee de Hurwitz, ou de ramification, ou d'holonomie autour des points de branche- 
ment, et les operations naturelles supportees par ces donnees, comme la restriction et l'induction. La 
description topologique de l'espace de Hurwitz est presentee, pour clarification, et conduit a la definition 
du nombre de Nielsen, introduit par Fried [32]. Dans le paragraphe 3, nous etudions les families de 
courbes lisses munies de Taction d'un groupe fini, a donnee de Hurwitz fixee, de maniere equivalente 
les families de G-revetements galoisiens. 

Le resultat principal de cette section est un theoreme d'inversion de la formule bien connue de 
Chevalley-Weil (Theoreme 3.1). On montre que la donnee de Hurwitz est totalement determinee par 
la connaissance des representations de G dans les espaces H°(C, o;® m ), en fait par un nombre fini 
d'entre elles. Dans le paragraphe 4, on etudie de la meme maniere les families G-equivariantes de 
courbes stables marquees. L'inversion des relations de Chevalley-Weil est l'outil combinatoire crucial 
pour analyser le probleme de la collision des points de ramification, phenomene qui peut intervenir 
dans certains cas, et qui correspond a la presence de points doubles a isotropic diedrale (Theoreme 
4.1). L'objectif principal du paragraphe 4 est de clarifier le comportement des points de ramification 
par specialisation et deformation. On montre en particulier qu'une G-courbe stable est essentiellement 
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marquee par les points de ramification, la seule complication venant eventuellement des points de 
ramification d'indice deux. 

Dans le paragraphe 5, nous etudions la deformation verselle d'un revetement galoisien moderement 
r amine ir : C — > D de diviseur de branchement B. Dans le cas lisse il est bien connu que les 
deformations d'un revetement correspondent bijectivement a celles de la base equipee du diviseur de 
branchement. Dans le cas stable, le resultat essentiel (theoreme 5.2), decrit l'ecart entre d'une part la 
deformation verselle equivariante de C, et d'autre part la deformation verselle de la base D marquee 
par les points de branchement. 

Dans le paragraphe 6, on construit les champs (espaces) de Hurwitz et leurs compactifications 
stables. On montre, et cette remarque peut avoir une certaine utilite, que la projectivite des espaces 
Hg^c peut s'obtenir par preuve similaire a celle donnee par Gieseker et Mumford pour la projectivite 
de M g . Cette approche permet en fait d'obtenir de maniere uniforme la projectivite des M g n , par une 
preuve qui reduit essentiellement tout au cas de M g . La raison est bien sur le fait que les points marques 
sont implicites dans une action, ce sont les points de branchements, ou de ramification. Le theoreme 
6.2 compare notre construction et celle de Harris-Mumford. On montre d'abord, dans le cas galoisien, 
puis dans le cas des revetements non galoisiens, que le champ de Hurwitz (ou l'espace modulaire de 
Hurwitz) etudie dans le present travail, est la desingularisation de celui, non normal, introduit dans 
[42]. 

Dans le paragraphe 7 on etudie la combinatoire du bord, qui se resume a la version equivariante de 
la description habituelle du bord de M. 9i n- Un role cle est joue dans cette section par la theorie de Bass 
[6] des revetements de graphes ; voir en particulier le theoreme 7.2. Dans le paragraphe 8, on applique 
en guise de test, la construction des espaces de Hurwitz a la description modulaire du bord des espaces 
de modules de courbes avec structure de niveau G, abelien ou non. Rappelons que la construction 
usuelle de la compactification M g (G), qui precede de maniere indirecte, (voir Deligne-Mumford [21]), 
ne conduit pas a une description modulaire precise des points du bord. Ici, ils apparaissent comme 
des revetements principaux stablement degeneres, de groupe G. C'est aussi le point de vue recent 
developpe par Abramovich-Vistoli [2]. On retrouve et on clarifie quelques resultats de Boggi-Pikaart 
[13], Oort-van Geemen [36]. 

Dans les paragraphes 9 et fO, on introduit les classes " tautologiques" qui vivent dans le groupe 
de Chow d'un champ de Hurwitz, particulierement dans le cas du champ classifiant les revetements 
cycliques (voir aussi [5]). On met en evidence quelques relations universelles entre ces elements, de 
maniere analoque au travail de Jarvis sur les courbes a spin [43] . Ces relations contiennent les relations 
de Cornalba-Harris dans le cas hyperelliptique. On observe que la relation de Riemann-Hurwitz s'etend 
a un ordre superieur, sous la forme d'un relation simple entre classes kappa. Comme application on 
calcule certaines integrates de Hodge sur le champ des courbes hyperelliptiques suggerees par le travail 
de A. Bene [10]. 

Les conventions et notations seront rappelees si necessaire en debut de chaque section. Les resultats 
du present travail ont ete annonces en partie, et sous une forme restreinte, dans la note [11]. Ils 
s'appuient occasionnellement (§ 6 a § 8) sur la these du second auteur (voir [61]). 

Nous remercions les organisateurs de la semaine thematique " Theorie de galois et espaces de mod- 
ules" au CIRM en Mars 04 durant laquelle plusieurs exposes furent consacres aux espaces de Hurwitz. 
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2. Classification des revetements. 



Dans ce paragraphe, les definitions de base concernant les revetements sont introduces. Nous 
definissons et etudions les invariants fondamentaux, donnee de Hurwitz, representations de Hurwitz. 

2.1. Actions de groupes et revetements. 

Fixons tout d'abord quelques notations et conventions communes a la totalite de Particle, puis 
celles particulieres a ce paragraphe. Soit un corps k algebriquement clos, de caracteristique arbitraire. 
Une courbe, du moins lorsqu'il sera fait allusion a un corps de definition, aura toujours pour sens, une 
courbe projective reduite, connexe, definie sur k. On se limitera dans la totalite de ce paragraphe, 
ainsi que dans le suivant, a des courbes non singulieres. Notons cependant que dans la definition qui 
suit, comme dans d'autres, cette restriction est inutile. Dans les paragraphes ulterieurs (§ 4 a § 8), une 
courbe sera de maniere plus generale une courbe singuliere connexe, avec pour seules singularites des 
points doubles ordinaires, done selon une terminologie bien etablie, une courbe nodale ou prestable. le 
genre d'une telle courbe est g{C) = p a {C). Les definitions correspondantes, sous ces hypotheses, seront 
rappelees et precisees dans le paragraphe 4 et les paragraphes ulterieurs. 

2.1.1. G -revetements 

Fixons un groupe fini G. On supposera, et cela de maniere permanente que si la caracteristique 
d'un corps k est p > 0, alors p ne divise pas l'ordre de G. De maniere plus generale, dans les manip- 
ulations de families, on supposera que l'ordre de G est inversible dans les faisceaux structuraux des 
schemas consideres. Dit d'une autre maniere, les actions du groupe G seront moderement ramifiees. 
Nous retenons par ailleurs les conventions suivantes concernant le groupe G. Le groupe des caracteres 
(multiplicatifs), Horn (G,k*) sera note G. Nous noterons Irrep(G) l'ensemble des representations (ou 
caracteres) irreductibles de G, une meme lettre designant en general une representation V, ou bien sans 
precision supplementaire son caractere xv '■ G — > k. On notera respectivement Aut(G) et Out(G) le 
groupe des automorphismes de G, respectivement des automorphismes exterieurs. Pour s G G, [[s]] 
designer a la classe de conjugaison de s. 

L'objet fondamental etudie dans de ce travail est une courbe C, munie d'une action du groupe 
G, action signifiant toujours une action fidele. Celle-ci est done decrite par un morphisme injectif 
4> : G — > Aut (C). On designera alors par (C, 4>) la donnee de C munie de Taction definie par 0, lorsqu'il 
sera utile de preciser celle-ci. La definition suivante d' equivalence, pour les courbes munies d'une action 
de G, est celle qui prevaut dans tout ce travail. On notera cependant, et cela justifie qu'elles soient 
mises en evidence, qu'il y a des variantes a cette definition, que nous allons rappeler, voir aussi par 
exemple, Fried [32], Debes [16], et aussi la section 6. 
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Definition 2.1. Soient deux actions (C, 4>) et (C, </>') de G sur des courbes C et O . Ces actions sont 
dites G-equivalentes, en abrege, equivalentes, s'il existe un G-isomorphisme f : C — > C' , c'est a dire un 
isomorphisme tel que pour tout x G C et tout s G G, on ait f((f>(s)).x = 4>'(s).f(x). 

Dans la suite on omettra le plus souvent la lettre 4> et on parlera pour simplifier d'une G-courbe; 
Taction sera alors notee de maniere abregee (s, x) ^ sx. Notons que les courbes munies d'une action de 
G que nous auront a considerer verifierons en general la condition que le groupe des automorphismes 
Aut(C) est fini; on pourrait remplacer cette hypothese par la finitude de Aut G (C), groupe des auto- 
morphismes G-equivariants. C'est le cas par exemple si C est lisse de genre g > 2, ou plus generalement 
si C est stable de genre g > 2 (section 3, et [20], [53]). Dans ce paragraphe on se limite de maniere 
exclusive a la consideration de courbes lisses; les resultats seront etendus au paragraphe suivant aux 
courbes nodales stables. Sous les hypotheses en vigueur, il est bien connu que la courbe quotient C/G 
est definie; nous parlerons du morphisme quotient n : C — > C/G comme etant le revetement (galoisien) 
de groupe G defini par (C, G) . 

De maniere plus generale, un revetement ir : C —> D, C et D etant deux courbes lisses connexes, 
est un morphisme fini et generiquement etale. L'hypothese faite sur le cardinal de G, a savoir que si 
la caracteristique de k est p > 0, alors p ne divise pas |G| a pour traduction que le revetement associe 
est moderement ramifie. En fait le revetement ir : C — > C/G associe a (C,G) est, en utilisant une 
terminologie repandue, un G-revetement, ce qui signifie qu'on inclut a la donnee de ir : C — > D, Paction 
de G sur C, ou ce qui revient au meme, on fixe une identification G = Aut (ir). 

Dans cette situation, done pour un revetement galoisien moderement ramifie, rappelons qu'un point 
de ramification est un point (ferme) x G C tel que si G x est le stabilisateur, alors G x ^ 1. L 'or bite 
d'un tel point sera souvent appelee une orbite singuliere; on parlera aussi par opposition d'orbites 
regulieres. Notons que si x est un point de ramification le stabilisateur G x est cyclique, d'ordre e(x) 
l'indice de ramification. Les points images dans C/G des points de ramification sont appeles les points 
de branchement. Ces definitions s'etendent comme il est bien connu au cas non galoisien. Finalement 
la relation de Riemann-Hurwitz pour un revetement non necessairement galoisien 7r : C —> D de degre 
d est 

2g(C) - 2 = d(2g(D) - 2) + £ (e(x) - 1) 
2.1.2. Classification des revetements 

La classification des couples (C,G), ou ce qui revient au meme du G-revetement correspondant 
7r : C — > C/G, introduite ci-dessus, ne doit pas etre confondue avec ce que Ton entend usuellement par 
la classification des revetements [17], [32] [55], [67], [68]. 

A titre de comparaison avec la definition initiale, et pour utilisation ulterieure, rappelons que 
deux revetements, galoisiens ou non, tt : C — > D et n' : C —> D' sont dits equivalents, s'il existe des 
isomorphismes / : C —> C et h : D —> D' tels que n'f = tin, soit un diagramme commutatif 
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C f - *c 



(2.1) 

D * *D' 

Naturellement si / : (C,G) ^ (C',G) est une G-equivalence, done si les G-revetements associes 
sont G-equivalents, ils sont alors equivalents. La G-equivalence exige en plus que l'isomorphisme / soit 
un G-isomorphisme. On notera aussi que pour les revetements de base fixee D, on peut aussi choisir 
comme relation d' equivalence, la relation d'equivalence G-stricte (resp. stricte). Cela revient a imposer 
h — 1 dans la definition de dessus. 

Dans le cas galoisien, done pour des G-revetements, on a notre disposition deux manieres distinctes 
d'identifier deux revetements, selon que l'on exige que / soit G-equivariant, e'est dire la G-equivalence, 
ou pas. Cela correspond classiquement a la distinction entre les courbes modulaires Xq(N) et X\(N). 
Notons que si la base est fixee, egale a P 1 (le schema de Hurwitz classique), la definition de l'equivalence 
retenue par Fried [32], Fulton [35] , est l'equivalence stricte (ou rigide), pour laquelle deux revetements 
7r : C — > P 1 et 7r' : C — > IP 1 sont equivalents, si et seulement si il existe un isomorphisme equivariant 
/ : G — > C avec n'f = tt; e'est a dire avec les notations de dessus, h — 1. 

Le cas general des revetements non galoisien sera traite dans un paragraphe ulterieur (Chap 6, § 
6.5). Posons cependant le principe de classification. La classification des revetements non galoisiens est 
celle donnee par un diagramme (2.1). Dans le Chap. 6, elle sera ramenee au cas galoisien par passage 
a la cloture galoisienne. 

Dans le reste de ce paragraphe, les revetements seront galoisiens, mieux des G- revetements, 
l'equivalence sera la G-equivalence. 
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2.2. Donnee de Hurwitz. 

Dans cette partie, une courbe est une courbe projective connexe, lisse et definie sur k, corps 
algebriquement clos. On designe par G un groupe fini d'ordre premier a la caracteristique de k. 

2.2.1. Donnee de Hurwitz: Definition 

Soit done C une courbe munie d'une action, effective rappelons le, du groupe fini G. Si x G C est 
un point de ramification, e'est a dire a isotropie non triviale G x ^ 1, il en decoule une representation 
naturelle 

Xx : G x - GL(^) = k* 

du groupe cyclique G x dans l'espace cotangent en x (et en dualisant dans l'espace tangent). Le caractere 
Xx de G x est primitif, e'est a dire d'ordre e x = \G X \. Ceci nous amene a considerer l'ensemble des 
couples (H,x), ou H est un sous-groupe cyclique et x un caractere primitif de H. Introduisons la 
definition suivante: nous dirons que les couples (H, x) et (H',x') son t conjugues, nous ecrirons alors 
(H,x) ~ (H',x'), s'il existe s G G tel que 

H' = sHs' 1 et x'ists' 1 ) = x(t) pour t G H. 

Ou encore X ' — S X- n est manifeste que si y = sx alors x y ) ~ (G x , x x ). Ceci permet de definir le G- 
type d'une orbite singuliere, disons l'orbite de x, comme etant la classe de conjugaison de (G x , X x), notee 
dans la suite [G x ,Xx\- Ainsi nous parlerons d'une orbite de type [H, D'une maniere plus precise, 
nous dirons qu'un point fixe x est d'holonomie (H,x) si G x = H et Xx = X- Decomposons l'ensemble 
des points de ramification F en une reunion d'orbites (les orbites singulieres ) F — F\ U • • • U Ff,, et 
notons [Hi, Xi] le type de Fj. La definition suivante est sous une forme ou une autre classique [32], [50], 
[65]: 

Definition 2.2. La donnee de Hurwitz (ou de ramification) de Paction de G sur C designe l'ensemble 
{[Hi, Xi]} des types distincts on non, des orbites singulieres comptees avec multiplicite. 

II s'avere parfois commode de specifier seulement les types distints [Hi, X i], 1 < i < t, et de preciser 
dans ce cas la multiplicite de [Hi , Xi] ■ Pour une formulation plus precise formons le groupe abelien fibre 
suivant: 

R + (G) = Z[H, X ] (2.2) 

[H,X] 

la somme directe etant indexee par les classes de conjugaison de couples [H, %], ou rappelons le, H 
parcourt les sous groupes cycliques de G et x '■ H —> k* les caracteres non necessairement primitifs de 
H. Ainsi une donnee de ramification est un element £ de Rj r (G) qui a ses coordonnees positives. On 
peut done ecrire une telle donnee £ = J2^i[Hi, Xi], avec pour tout i, b{ > 1); l'entier b = J2^i est le 
degre de £. II est clair que la donnee de Hurwitz ne depend que de la classe d'equivalence de (C, G). 

2.2.2. Operations sur les donnees de Hurwitz 
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II y a plusieurs operations naturelles sur l'ensemble R+(G) donnees de Hurwitz. La premiere est 
l'induction. Soit J < G un sous-groupe, alors toute donnee relative a J definit de maniere evidente une 
donnee de G, soit une application Ind^ : R+(J) — » R+(G): 

£ = J2 bi[Hi,Xi]H •-> £ = Yl b ilHi,Xih (2.3) 
l'indice precisant le groupe dans lequel la classe de conjugaison est prise. Si Ji, J2 sont deux sous- 
groupes de G et £i,£2 des donnees relatives a ces deux sous-groupes, on peut ainsi effectuer l'operation 
d'induction Ind j (£1) + Indj 2 (£ 2 ) conduisant a un element de R + (G). 

II y a deux autres operations naturelles concernant les donnees de ramification qui seront utilisees 
dans la suite, la restriction et le passage au quotient. Soit J < G un sous groupe; on definit le morphisme 
de restriction, Res j : R+(G) — > R+(J) par 

Res«([tf )X ]) = Yl [JngHg-\x 9 \m g H g -A (2.4) 

J\G/H 

ou la sommation porte sur les classes doubles mod. (J, H), et x 9 designe le caractere x 9 ( s ) — x(<7 _ls <?)- 
Si maintenant J = G /k on definit le morphisme de corestriction Cores j : R+(G) — > R+{J) par 

Cores«([tf, X ]) = n K, x ^^\] (2.5) 

L'interpretation de ces deux operations, au niveau des actions, est expliquee dans l'enonce ci- 
dessous, dont la preuve elementaire est omise. L'indice 1 signifie qu'on prend la projection sur le sous 
groupe Eff^i z [^> X]- 

Proposition 2.3. Soit £ la donnee de Hurwitz de Paction de G sur C; alors i) Res j (£)i est la donnee 
associee a la restriction de Faction a J. 

ii) Cores j(£)i est la donnee associee a Faction de J = G /k sur la courbe C/K. 
□ 

Pour utilisation ulterieure, notons qu'il existe une action evidente de Out(G) sur R + (G), definie 

par 

9[H, X ] = [0(H), xO- 1 ] (2.6) 
Si on considere Taction de G tordue au moyen de 6, alors #(£) n'est autre que la donnee de ramification 
de cette action. 

Notons pour finir que le groupe F = Gal^Q agit lui aussi de maniere naturelle sur le groupe R+(G) 
selon la regie cr[H, x] = [H, a.x]- On peut d'une autre maniere interpreter la donnee cr(£) comme celle 
associee a Paction de G sur la courbe C a = C ®-^k tordue au moyen de a. II peut etre utile de signaler 
une autre maniere de decrire une donnee de ramification, par exemple voir (Fried [32], Serre [65]). 
Supposons avoir fixe une racine de l'unite £ £ k d'ordre n = CardG, £ £ A;. Si x es t un caractere 
primitif du sous groupe cyclique H, et si Cardi? = e, il lui correspond un unique generateur s de H 
tel que %(s) = £™/ e . Si s' correspond de la meme maniere a (H' ,x'), alors (H, x) — (H',x') equivaut 
a s' est conjugue as. De cette maniere la donnee de Hurwitz devient une somme formelle de classes 
de conjugaison Yl[[ s ]] ^[[s]][[ s ]]- O n notera que le stabilisateur de [H, x] [[s]], pour Taction adjointe de 
G,est le commutant C(s) = Cg(H) de s (de H) dans G. 

On va etendre le formalisme du G-type aux diviseurs G-invariants. Soit D = J^ =1 x t un diviseur 
invariant par G, tel que si i ^ j, Xi ^ X j . Alors D est une somme d'orbites deux a deux distinctes , 
et si [H a , Xa] sont les G - types de ces orbites, on appellera Telement ^ a [^a> Xa] le G-type de D. On 
prolonge la definition en disant qu'une orbite reguliere est de type [1] (holonomie locale triviale). 
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Definition 2.4. Soit une action de G sur la courbe C (lisse ou nodale). On dit que Faction est marquee 
par b + r orbites, dont r regulieres, si on a fait le choix deb+r orbites, contenant les b orbites singulieres, 
augmentees de r orbites regulieres, les orbites etant indexees Oi, ■ • • , Ob+ r - 

Le cas non indexe peut etre considere de la meme maniere. II est commode pour la suite d'etendre 
aux courbes marquees dans le sens precedent, la donnee de Hurwitz qui est attachee a une action de G, 
en ajoutant a la donnee initialement definie le terme r[l]. On voit alors facilement que l'enonce (2.4) 
reste valable, l'indice 1 (c'est a dire la restriction H ^ 1) etant maintenant supprime. 

2.3. Nombre de Nielsen 

Dans cette section k = C. Une courbe est identified a une surface de Riemann compacte et connexe. 
2.3.1. Classification topologique 

On s'interesse a la classification equivariante des actions de groupes finis sur les courbes (G- 
revetements) , mais maintenant sous le seul aspect topologique. On fixe une surface C°° compacte 
orientee C, de genre g > 2, munie d'une action du groupe fini G; on suppose que Faction de G respecte 
l'orientation. Nous pouvons reformuler dans le cadre topologique (C°°) l'essentiel de la section 2.3. 
La premiere observation est que la donnee de Hurwitz, definie algebriquement, est en fait un invariant 
topologique de Taction de G sur la surface C. En effet, soit x € C un point fixe de stabilisateur Gx = H; 
alors il en decoule une representation lineaire reelle de degre deux dans l'espace tangent reel T x de C en 
x. La representation complexifiee T x <g> C est alors somme directe de deux representations conjuguees 
de degre un. On choisit celle parmi les deux dont la direction £ est telle que la R-base (i?e(£), Im(£) 
fournit l'orientation de T x . Alors le caractere local Xx de la section 2.2 est retrouve comme celui qui 
decrit Taction de H sur la droite de direction £, soit pour s G H, s£ = Xx(s)£,- 

La definition de Tequivalence de deux G-revetements (Definition 2.1) prend maintenant la forme 
suivante. Soit deux surfaces C et C' munies d'une action (fidele) de G. 

Les surfaces sont G- equivalentes (en bref equivalentes) , s'il existe un diffeomorphisme G-equivariant 
et preservant l'orientation / : C — > C' '. La encore cette relation ne doit pas etre confondue avec la 
relation d'equivalence des revetements, dans la situation presente, le revetement quotient C — > C/G. 
Comme dans le cadre algebrique, la relation d'equivalence coincide avec Tequivalence au sens des G- 
revetements. Ceci etant, il est de nouveau clair que deux actions equivalentes de G sur des surfaces 
C et C' ont des donnees de Hurwitz identiques. II est aussi immediat que la donnee de Hurwitz etant 
fixee, ainsi que le genre de C, alors le genre de D = C/G est de fait determine; c'est une consequence 
directe de la formule de Riemann - Hurwitz. 

Notre objectif maintenant est d'identifier les classes d'equivalences , en d'autres termes les types 
topologiques, d'actions de G, groupe fixe, sur les surfaces de genre g (g > 2, fixe); on fixe en plus de g, 
le genre g' de la surface quotient C/G. La procedure pour conduire cette classification est la suivante. 
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On fixe tout d'abord une surface B, et (3 C B un ensemble fini de points (distincts). On suppose 
en outre avoir fixe une partition (3 = f3\ U ■ • ■ U f3 t de (3 en t - parties. On pose 

Diff+(B, 13) = {he Diff + (B), h(Pi) = (i = 1, •••,*)} 

il est connu que le groupe Diff + (B) agit transitivement sur les parties finies numerotees de cardinal 
fixe, le choix de est done sans importance. On suppose enfin avoir fixe une donnee de Hurwitz 
£ = Y?i=i bi[Hi, Xi] 5 les classes [Hi,Xi] etant deux a deux distinctes. On fait alors l'hypothese que 
Card/?i = bi. Fixons enfin un point de base * £ U = B — (3, et posons tt = tti(U, *). 

Definition 2.5. Un marquage d'une action de G sur C consiste en le choix d'un morphisme C°°, 
4> : C — > B qui identifie B avec la surface quotient C/G, et qui en plus est tel qu'une orbite singuliere 
est du type [Hi,Xi] si et seulement si e'est une fibre (^^{b) avec b £ 

Une equivalence entre deux actions marquees (C, 4>), (C, (f)') est par une definition identique a 
(2.1) donnee par un diffeomorphisme G-equivariant / : C ^> C' tel que 4>' o f — (f> (equivalence stricte). 
II est clair que Diff + (B, (3) agit transitivement sur l'ensemble des classes de marquages de Taction 
donnee de G sur C, mais pas simplement transitivement en general, du fait de l'existence possible 
d'automorphismes de la base B. On associe comme d'habitude a une action marquee par 4> : C — > B 
un morphisme de monodromie de tt dans le groupe des permutations de la fibre (/< _1 (*), qui correspond 
a une action a droite de tt sur (/< _1 (*). Supposons les points de cette fibre numerotes 

C'est un fait bien connu que le groupe de monodromie, e'est a dire l'image de tt — > S^-ij*), s'identifie 
grace a la numerotation des points de la fibre avec le commutant de G dans le groupe des permutations 
§„ = S^-i( + ). De cette construction decoule un morphisme surjectif ipc/, : tt — > G qui a conjugaison 
pres ne depend pas de la numerotation des points de _1 (*). Rappelons la definition explicite de ce 
morphisme; on choisit *i £ (/< _1 (*). L'image par ip^ d'un lacet a base en ★ s'obtient en relevant dans 
(/< _1 (?7), a en a d'origine *i. Alors 

M( a )) = a e G 5(1) = (2-7) 

Si on fait le choix d' un autre point de base £ U, et si I est un chemin de U qui joint ★ a alors 
l'isomorphisme : 7Ti(?7,*) — > tt\(U, ★') conduit a la relation a conjugaison pres ip^ = tp'^ o l+. 

Dans la suite la surjection caracteristique ip^ sera comprise a conjugaison pres dans G, et modulo 
un changement eventuel du point de base. Le fait suivant qui fait abstraction de la donnee de Hurwitz 
est essentiellement le contenu du resultat elementaire et bien connu sur la classification topologique des 
revetements 1 : 

^ Deux revetements etales de degre 71, TT '. C — > D et TT 1 '. C' — > D, de base fixee D, sont topologiquement equivalents si 
et seulement si les actions de monodromie, 0, <p> '. TX\{T) ', *) — > S n sont conjuguees (voir par exemple [35], Proposition 1.2). 
Le groupe Aut (7r) est le commutant dans S n de Taction de monodromie. 
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Lemme 2.6. la correspondance (C, 4>) i— > tp^ etablit une bijection entre d'une part les classes d'actions 
marquees de G sur C, et d'autre part les classes de conjugaison de surjections ir — > G. 

□ 

2.3.2. N ombre de Nielsen 

Pour poursuivre la classification topologique, fixons une presentation de tt = tt\(U) (presentation 
canonique) : 

7T = (A 1 ,---,A g ;B 1 ,---,B g ;'y 1 ,---,'y b / i A J> B i\^ ' ' * 7b = 1) 

J = l — >9' 

Le morphisme est determine par les images aj , bj et a^ des generateurs Aj , Bj , et 7& . Pour abreger 
nous noterons (a, b, a) cette donnee; c'est essentiellement la description du revetement au sens de Fried 
[32] . On a done 

G=(a,b,a I J] [a J ,b J ]a 1 ---a b = l) (2.8) 
j=i— ,9' 

Le lien entre la donnee du (2g' + 6)-uple (a,b,a) et la donnee de Hurwitz ^ est le suivant. Soient 
C\, • ■ • , C r les classes de conjugaison distinctes definies par a\, • • • , a b ; on suppose que la multiplicite 
de Ci dans cette liste est b{. Alors la donnee de Hurwitz dans son interpretation au moyen de classes 
de conjugaison (§2.2 ) est decrite comme etant £ = J2i=i bi[Ci]. D'une autre maniere, on peut voir la 
donnee des r classes distinctes comme un ensemble de r couleurs; le lacet aj = ip<t,('Jj) etant de couleur 
i ssi aj G Ci. En consequence le point de branchement Qj appartient a j3j ssi aj = iptf>(lj) est de 
couleur i. Dans la suite nous noterons Hom ) g(7r, G) l'ensemble des surjections ip : tt — > G qui satisfont 
aux conditions ci-dessus, dictees par la donnee de ramification, done en resume: 

Qj G Pi <==> il>(rij) G C, (2.9) 

La classification topologique des actions de G sur les surfaces de genre g, a donnee fixee, s'obtient a 
ce stade par la construction classique suivante. Soit une action de G sur C; on choisit un marquage 
(Definition 2.4) <j> '■ C ~ > B, ce qui produit une surjection G Hom / 3(7r, G), definie a conjugaison pres 
(Lemme 2.6). Soit maintenant le mapping class group M. g > tb , qui est, rappelons-le, le sous groupe de 
Out (71"), compose des automorphismes exterieurs qui permutent les classes de conjugaison des lacets 
ilj) U — 1) • • • j b). II y a un morphisme naturel 

Diff+(B,(3)^ Out (tt) 

qui factorise par M s / ; (,. Un resultat fondamental de Nielsen decrit l'image de ce morphisme, qui 
s'identifie a l'ensemble des automorphismes de tt qui permutent les classes de conjugaison des (7^) a 
l'interieur de chaque partie fa (i — 1, • • • , r). Si on considere la surjection canonique M s < ;b — > § 6 , l'image 
ci-dessus est le groupe note dans la suite ^■ g ',(b 1 ,—,b r ) image reciproque du sous-groupe S bl x • • • x S br . 
II en resulte done une action de M g >^ bl t ... ? b r ) sur Hom / 3(7r, G)/G. Le resultat suivant est bien connu: 
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Proposition 2.7. Fixons une donnee de Hurwitz. Les classes topologiques d'actions de G sur les 
surfaces de genre g a donnee fixee, sont en correspondance bijective avec les "classes doubles" 

M g ,, (6l ,... ;6r) \ (Hom^Tr, G)/G) (2.10) 

Preuve: La preuve est claire. II suffit d'eliminer le marquage, ce qui compte tenu du lemme 2.6 
revient a effectuer le quotient de Hom / g(-7r, G)/G par Taction decrite ci-dessus de M. g > ^ bl ^... jbr y 

Exemple 2.1 Examinons ce que donne la correspondance ci-dessus dans le cas g' — (revetements 
de la sphere). On a dans ce cas B = S 2 , et le mapping class group est ici le groupe M 0) f, image du 
groupe des tresses a b brins B(b). Le groupe 7r est dans ce cas le groupe libre de rang b — 1 decrit par 
la presentation usuelle 

(71, •■•,7b, / n^ =i > ( 2 - n ) 

Une surjection tp G Hom^(7r, G) est determinee par le r - uple g_ = (ci, ■ • ■ , aj,) avec Ui = ^(7i) (1 < * < 
b), ces generateurs etant soumis a la relation Y\ Oi — 1- Noter que G est engendre par les cr^ [i — 1, • • • , 6). 
L'action par conjugaison sur les surjections devient dans cette description la conjugaison diagonale 

e^gvjg' 1 = (g^g' 1 , ■ ■ ■ , gabg' 1 ) (2.12) 

Si on fixe une donnee de Hurwitz, la restriction qui en decoule, c'est a dire, la couleur assignee aux 
points de branchement est: Qj G <^=> Uj G Cj. L'action de Mo,b sur Hom / g(7r, G)/G se deduit de 
Taction standard du groupe des tresses de la sphere, elle est en particulier engendree par les operations 

= ■ • ■ ,c r i-i,o- i cr l+ icrr 1 ,o- i ,cr t+2 , • • • , a b ) (1 < i < b) (2.13) 

La condition (2.9) exige de se limiter a Taction du sous-groupe des tresses partiellement colorees 
B(bi, • • ■ , b r ), image reciproque de St 1 x • ■ • x St r par la surjection canonique B(b) —> St. 

Dans le cas general, on est conduit a considerer T ensemble Ni(^) des classes de Nielsen relatives a 
une donnee de Hurwitz £ fixee. La definition est la suivante [16], [32]: 

Ni (0 = {(a,b,a)} G G 2g ' +b / modulo conjugaison} 

les elements (a,b,a) etant soumis aux conditions explicitees ci-dessus, a savoir: 

ii) G = (a, b, a) 

iii) Qj G Pi a j G C z 

En conclusion Tensemble quotient ^■g>,(b x ,---M es * l e classifiant pour les types topologiques 

d'actions de G sur les surfaces de genre g, avec une donnee de Hurwitz fixee £; c'est un ensemble fini, 
ce qui conduit a poser [25] : 
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Definition 2.8. Fixons une donnee de Hurwitz £. Le nombre de Nielsen h(£) est defini comme etant 
le nombre de types topologiques distincts d 'actions de G sur les surfaces de genres g, avec une donnee 
de Hurwitz fixee egale a £, soit 

h(0 = CardM g ,, (6l> ... ;6r) \Hom /3 (7r, G)/G (2.14) 

Le fait le plus important pour la suite est que le nombre de Nielsen 2 a une signification geometrique 
precise, il represente le nombre de composantes connexes, ou irreductibles, de l'espace des modules des 
revetements, espace qui sera construit dans les sections 5 et 6. Pour le prouver, il faut resituer la 
classification des revetements dans son contexte analytique, la theorie de Teichmiiller [24], [25]. La 
discussion qui suit est succinte, pour plus de details nous renvoyons aux references precedentes. 

On fixe une surface de reference S s de genre g (g > 2), ainsi qu'une action fidele du groupe fini G 
sur Y,g. Le couple (S g ,G) definit done ce qu'on peut appeler pour abreger, un type topologique. Soit 
Conf(E g ) l'ensemble des structures conformes sur S ff . le groupe Diff + (T, g ) agit naturellement sur 
Conf(E g ), et si Diff (T, g ) designe la composante connexe de l'element neutre du groupe Dif f + (T, g ), 
done le sous-groupe des diffeomorphismes homotopes (ou isotopes) a Pidentite, le quotient 

T g = Conf(X g )/Diff (Z g ) 

est une des formes de l'espace de Teichmiiller [24]. En suivant la construction de Earle (loc.cit), on est 
amene a considerer l'ensemble des points fixes de G dans Conf(E g ). Soit Z (G) le centralisateur de 
G dans Dif f (E g ). On peut montrer que, N(G) etant le normalisateur de G dans Diff + (T, g ), on a 
Conf(T, g ) G = N(G) fl Diffo(E g ). L'espace de Teichmiiller equivariant, e'est a dire celui qui classifie 
les actions a type topologique fixe est T 9i g = Conf(T, g ) G / Z (G) 

On montre sous ces conditions le resultat de fondamental suivant loc.cit 3 : 

Theoreme 2.9. T Sj g est une sous variete fermee et contractile de T g . En fait T g ,G est diffeomorphe 
a R eg ~ 6 + 26 . Ce resultat donne immediatement le resultat enonce au dessus, a savoir que l'espace de 
Teichmiiller equivariant, classifiant les actions de G sur les surfaces (de Teichmiiller) de genre g a type 
topologique fixe est connexe; par suite l'espace modulaire classifiant les actions a type topologique fixe, 
etant un quotient du precedent, est done aussi connexe. En conclusion, si on fixe seulement la donnee 
de Hurwitz £, l'espace modulaire a exactement h(£) composantes connexes. 

□ 

Remarque 2.2 La definition 2.8 du nombre de Nielsen h(£) montre immediatement que dans 
le cas g' = 0, et le groupe G etant suppose abelien, alors h(£) = 1. La determination du nombre de 

2 Ce nombre ne doit pas etre confondu avec le nombre de Hurwitz [59], qui est h g Q £ = ^Hom^(7T, (jr) / G . La formule 
de sommation de Burnside donne h g Q £ = X^[7r] #Aut (77) ' ^ a somma ti° n portant sur les classes d'equivalence (strictes) de 

G-revetements de donnee de ramification fixee, d'une courbe de genre g' fixee, ainsi que les points de branchement j3. 
3 

Une partie de ce resultat est redemontree dans la note de Natazon: "The topological structure of the space of holomorphic 
morphisms of Riemann surfaces", Comm. of the Moscow Math. Soc. 
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Nielsen est, dans le cas general, une question connue comme difficile, conduisant a etudier Taction d'un 
groupe de tresses sur des uplets d'elements de G; [32], [41] [67]. On sait cependant que h(£) = 1 dans 
plusieurs situations utiles [25], [32], [35], [67]. Le cas le plus simple, et par ailleurs bien connu, est celui 
des revetements simples de degre n de P , avec r-points de branchement [35]. Le resultat est etendu 
dans [41] a une base de genre g' arbitraire, sous Thypothese le nombre de points de branchement soit 
tel que b > 2n. II est immediat que la cloture galoisienne d'un tel revetement a pour groupe de Galois 
S n , la donnee de ramification etant £ = r(classe de conjugaison des transpositions). On peut prouver 
que le nombre de Nielsen est encore egal a un, dans le cas ou la ramification est simple sauf au plus en 
une ou deux fibres, base P 1 (Wajnryb [67]). 

Un autre cas pour lequel la determination de nombre de Nielsen est aisee, et par ailleurs classique, 
et celui des structures de niveau abelien n > 3 [20]. Cela signifie que G = Z/nZ) 2fl , et £ — 0. Alors 
(voir paragraphe 8), h est dans ce cas l'indice [GL2g'(Z/nZ) : Sp2 g > (Z/nZ)]. 



Supposons maintenant G = Z/nZ et £ ^ . La surjection ip : tt — > G est dans ce cas determined 
par les seules images des lacets d'homologie, du fait que les classes de conjugaison sont reduites a un 
seul element; done la donnee de Hurwitz determine les elements a\, ■ • ■ , ceux-ci etant soumis a la 
seule relation u\. • • • cr b — 1. Ne subsiste alors que la condition G = {a,b,a}, soit pgcd(a,, bk,<Ji,n) = 1. 

Le resultat qui suit est bien connu, il remonte a Nielsen. Un resultat plus general sur le type 
topologique dans le cas d'un groupe abelien est aussi disponible (Edmonds [25], theorem 3.1) 

Proposition 2.10. Si G est cyclique, pour toute donnee de Hurwitz £ ^ 0, on a /i(£) = 1; en d'autres 
termes il y a un seul type topologique, et l'espace modulaire correspondant est connexe. 

□ 

Soit par exemple le cas n = 3, et r = g + 2. La donnee de ramification s'identifie a une partition 
(non ordonnee) de [l,<7 + 2] en deux parties Ai, A 2 , selon que le caractere local est a *—>■ j, ou j 2 (j 3 = 1). 
On a |Ai| + 2|A 2 | = (mod 3), soit |Ai| = |A 2 | (mod 3). Le nombre de types topologiques, e'est a 
dire de composantes connexes de l'espace de Hurwitz est done 

\ e e; 2 ) 

2l=g-l (mod 3) V 7 

3. Families de G-courbes lisses. 

Les notations et conventions de la section 2 sont conservees. Dans cette section on s'interesse de 
maniere essentielle a la geometrie de Taction de G dans une famine de courbes lisses, puis nodales. 
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3.1. Geometrie du diviseur de branchement 

3.1.1. Diviseurs de points fixes 

La situation generique est la suivante: soit ir : C — > S une famille de courbes, qu'on suppose 
tout d'abord lisse, et avec des fibres de genre g > 2 (restriction superficielle) : le morphisme tt est 
done projectif, lisse, a fibres connexes. On supposera en general la base S est connexe. II est alors 
bien connu que le foncteur en groupes Aut c /s '■ T h-> Aut t(C xjT) defini sur la categorie des S- 
schemas, est representable, en fait represents: par un S'-schema fini et non ramifie Aut s'(C) [20]. Fixons 
la convention suivante: une action de G sur C/S est un morphisme injectif de G dans le groupe des 
sections de Auts(C). Notons alors que si a ^ 1 est un S-automorphisme de C, l'automorphisme o~ s 
induit sur une quelconque fibre C s , est distinct de l'identite, comme il decoule de la propriete de non 
ramification. Nous allons tout d'abord rassembler quelques proprietes elementaires des sous-schemas 
de points fixes. Rappelons que CardG est inversible dans Os- Comme les stabilisateurs des points dans 
les fibres geometriques sont cycliques, les sous-schemas de points fixes non vides sont ceux relatifs aux 
sous-groupes cycliques. Notons le fait facile suivant 

Proposition 3.1. Pour tout sous-groupe cyclique H C G, le sous-schema des points fixes C H de H 
est un diviseur de Cartier relatif, etale sur S. 

Preuve: C'est la version relative, pour la propriete etale, du fait bien connu que lorsqu'un groupe 
reductif opere sur une variete lisse sur un corps, le sous schema des points fixes est lisse. Dit d'une 
autre maniere, si P est un point fixe de H, d'image s G S, on peut alors lineariser (formellement) 
Taction de H en P, done identifier l'anneau local complete Op a (9 S [[T]], Taction d'un generateur a 
de H etant cr(T) = (T, pour une racine de Tunite convenable Alors Tequation de C H en Pest 
a(T) - T = (C - 1)T = 0. Le resultat est done visible. 

□ 

Supposons un instant que S = Spec (A;), avec k algebriquement clos. Si P G C est un point de 
ramification, done qui a un stabilisateur H ^ 1, rappelons (2.2) qu'on attache alors a H un caractere 
primitif \p de H. 

Lemme 3.2. Soit un sous-groupe H C G stabilisateur d'un point d'une fibre geometrique C So , il est 
alors le stabilisateur d'un point pour toute fibre geometrique C s . 

Soit {H\, ■ ■ ■ , H q } la liste des sous-groupes cycliques de G qui sont les stabilisateurs des points dans 
une fibre geometrique C s , alors cette liste est independante de s, de meme que le nombre de points de 
C s ayant pour stabilisateur Hi. 

Preuve: II resulte immediatement de la proposition 3.1 que pour un sous-groupe H de G, le fait 
d'avoir un point fixe dans une fibre geometrique C s entraine que H a un point fixe dans chaque fibre 
geometrique. De plus le cardinal de Cf, qui est le degre de C H , est constant sur les fibres geometriques. 
Soit {Hi, ■ ■ ■ , H q } la liste des sous-groupes H, tels que C H ^ 0, c'est a dire ^ pour tout s. Posons 

Aj(s) = {x G C s tel que H t est le stabilisateur de x} 
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et r l (s) = Card(Aj(s)). Definissons aussi r*(s) = CardC^ — ^(s), c'est a dire le nombre de points 
dont le stabilisateur contient strictement Hi. Par la proposition 3.1, la fonction + r* est constante. 
Pour prouver que ri est constante, supposons d'abord Hi maximal dans la famille {Hj}; dans ce cas la 
conclusion est claire. Si tel n'est plus le cas pour Hi, et si la conclusion est admise pour tout sous-groupe 
Hj tel que Hi ^ Hj, l'egalite r* = J2j h^h, r h montre que r* est constante, et done aussi r». 

□ 

Fixons de nouveau une fibre geometrique C So , et soit {Pi, • • • , Pi} la liste des points de C SQ qui ont 
pour stabilisateur H = Hi; le nombre I de ces points est par le Lemme 3.2 independant de la fibre, ce 
qui donne un sens a la definition. On note Xj (1 < J < le caractere de H attache a Pj. 

Lemme 3.3. Uensemble {%i, ■ • • ,Xi) constitue de I caracteres (distincts ou non) de H, c'est a dire 
comptes avec multiplicite, est independant de la fibre. 

Preuve: Soient Hi ^ Hj deux sous-groupes de la liste du lemme 3.2. Le schema des points fixes 
C Hj est un sous-schema ferine de C Hi , et il est etale sur S, par la proposition 3.1. L'injection de C H > 
dans C Hi est etale finie sur S*, et done ouverte et fermee. Si on pose 

Z t = C Hi - (J C H > (3.1) 

il est clair que Z{ est fini etale sur S, de degre relatif I. Considerons sur Zi le faisceau inversible 
Li = &c/ S <8> Ozi\ £>i est un (Oz i -,H l ) module et 7r*(£j) est un (Os,Hi)- module localement libre de 
rang I. II admet une decomposition en facteurs isotypiques n*(£i) = xe ^. E x l x , l x designant la 
representation de degre un de caractere le module Ei etant localement libre. Le nombre de fois que 
X apparait dans la liste {xi} de l'enonce est egal au rang de E x ; la connexite de S entraine le resultat. 

□ 

II est tres utile dans les manipulations de families de courbes de pouvoir disposer de la famille 
quotient. Le resultat bien connu, et par ailleurs elementaire du fait de l'hypothese de reductivite, 
suivant resume les proprietes essentielles de cette operation: 

Proposition 3.4. Soit tt : C — > S une courbe propre et lisse de base S. Soit une action de G sur 
C/S. Alors la courbe quotient B = C/G existe, et le morphisme tt factorise en tt : C — > B — > 
S, le morphisme f : C — > B etant fini plat de rang n; de plus la formation de B commute aux change- 
ments de bases. En particulier, au niveau des fibres on a B s = C s /G (s € S). 

□ 

Une autre construction importante pour la suite est celle du diviseur de ramification (resp. le 
diviseur de branchement). Fixons comme ci-dessus une action de G sur la courbe C/S. Dans la liste 
du Lemme 3.2, des sous-groupes de G qui sont des stabilisateurs de points dans les fibres geometriques, 
choisissons dans chaque classe de conjugaison un element, et notons de nouveau {H\, ■ ■ , H q } cette 
liste. Formons pour chaque indice i le sous schema Zi (Lemme 3.3) forme des points de stabilisateur 
exactement Hi. Rappelons que Zi est fini et e tale sur S. Soit Ni = Nc{Hi), le normalisateur de Hi 
dans G, et Ni = Ni/Hi. Le groupe Ni opere librement sur Zi, de sorte que Di = Zi/Ni est fini etale 
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sur S. Alors D { C B est un diviseur de cartier relatif de B dont les points fermes correspondent aux 
orbites singulieres de points de C avec isotropie Hi. Cette remarque elementaire sera souvent utilisee. 
En conclusion, on observe que la donnee de ramification est invariante par deformation. 

3.1.2. Ramification et branchement 

Nous appelerons le diviseur de cartier relatif D = YH=i^i ^ e ^ e diviseur de branchement 
reduit relatif, de C/S. Le degre de D, qui est etale sur S, est le nombre d'orbites singulieres contenues 
dans chaque fibre, done le nombre de points de branchement. Rappelons que le diviseur de branchement 
B(ir), qui ne doit pas etre confondu avec D, est l'image directe B(ir) = ir*(R) du diviseur de ramification. 
Ce dernier etant defini par R = Div(Q c / D ), done tel que O(R) = &c/s ® 7r *(^s/s) _1 - Notant plus 
generalement, et pour utilisation ulterieure, F H = C H le diviseur de Cartier relatif des points fixes du 
sous-groupe cyclique H, et Ah la composante de Fh formee des points de stabilisateur exactement H, 
on a l'expression classique du diviseur de ramification R n : 

ip designant le fonction d'Euler. II est facile de relier le diviseur de branchement B(ir) aux diviseurs Di 
definis au dessus. En effet, partant de l'expression de dessus R = J2h^i < p(W\)^' H > et prenant l'image 
par 7r de cette relation dans D, on obtient : 

B(n) =^(\G\-T^) A (3-3) 

i=i ^ Id/ 

On peut raffiner la decomposition de D en invoquant le type d'une orbite singuliere. La donnee 
de Hurwitz etant £, et notant [Hi,xi], ■ ■ ■ , [Hk,Xk] les classes deux a deux distinctes qui apparaissent 
dans £, soit ^ = ^2 i=1 bi[Hi, xi\, (t>i > 0), on a la decomposition suivante: 

Proposition 3.5. Le diviseur de branchement B(tt), ou de branchement reduit D(tt), se decompose 
en une somme D(ir) = J2i=i T a de diviseurs deux a deux disjoints, et deg(T Q ) = b a . Les points de D a 
sont les images des fibres singulieres de type [H a , x a ]- 

Preuve: Fixons l'un des sous-groupes H £ {Hi}, et considerons les differents caracteres primitifs 
Xir-'iXm tels que la classe de (H, Xi) apparaisse dans la donnee £. Notons que (H',x') = (H,x) 
equivaut (voir 2.2) a l'existence de t £ N = N G (H) tel que x'( s ) — x(t ls t), pour tout s £ H. 
Par reciprocite de Frobenius cela est aussi equivalent a Ind^(x) = Ind^(x')- L a representation 
Ind^-(x) designe la representation obtenue par induction de H a N de la representation de degre un 
de caractere X- Soit Z le sous schema etale sur S associe a H comme dans le Lemme 3.3. Le faisceau 
conormal Af de Z dans C coincide avec ^q/q <8> Oz- H est inversible et muni d'une action de N = N j H . 
L'image directe n ir (J\f) est alors un faisceau muni d'une action de N. On peut ainsi le decomposer en 
facteurs isotypiques 

wglrrep (N) 
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oil dans cette somme directe, v parcourt les representations irreductibles de N, et C v est un module 
localement libre. Sur les composantes connexes de n(Z), qui sont disjointes deux a deux, le rang de 
chacun de ces faisceaux est constant et de cela decoule que la representation TT^(J\f) y est constante le 
long des fibres y £ n(Z). Cela prouve le resultat. 

□ 

Remarque 3.1 Soit [H, %] une classe de conjugaison, et notons A(h,x) (resp. A[h, x ]) le diviseur 
de C, lieu des points fixes" d'holonomie" exactement (H, x) (resp. un conjugue). Soit C{H,\) le 
stabilisateur de (H,x) pour Taction adjointe de G. On a C(H,x) = Cq{H) le commutant de H dans 
G. On note que agit librement sur A( Hx ), de quotient la composante B^jj,x] de B(n) ( v °ir 

preuve de la Proposition 3.4). Par ailleurs notons la decomposition en une somme disjointe 

Vx]= E eA (H,x) (3-4) 

g£G/C G (H) 



3.2. Inversion de la for mule de Chevalley - Weil 

Soit comme dans la section precedente, une courbe lisse C definie sur le corps k, de genre g > 2, 
munie d'une action de G de donnee de Hurwitz £. Le faisceau canonique luc = &c est un G-faisceau 
inversible, en particulier les espaces vectoriels H°(C, w® m ) sont naturellement des representations de G, 
appelees dans la suite ]es representations de Hurwitz associees a la G-courbe C, et notees Hurw m (C), 
ou Hurw m s'il n'y a pas de doute sur C. 

3.2.1. Formule de Chevalley- Weil 

II y a une connexion etroite entre la structure de ces representations et la donnee de Hurwitz; 
pour l'essentiel elle est donnee par le theoreme de Chevalley - Weil, que nous allons rappeler. Le 
resultat principal de cette section (Theoreme 3.6) est une reciproque a ce theoreme. Noter que Mor- 
rison et Pinkham ont etudie en detail la representation H°(C,loc)', ils en donnent en particulier une 
caracterisation lorsque G est cyclique [56]. Rappelons tout d'abord la formule de Chevalley- Weil sous 
la forme donnee par Ellingsrud et Lonsted [28] (voir aussi [56] pour le cas cyclique). Soit C un (O, G) 
module inversible; la trace de Lefschetz de C est l'element de l'anneau des representations R(G) donne 
par: 

L G (C) = Y / (-mH l (C,C] (3.5) 

i=0 

oh si v est un /cG-module, [v] designe sa classe dans R(G). Lorsque Taction de G est libre, on a la 
formule bien connue Lq{C) = C *^ G [k[G]]. 

Indiquons brievement comment s'obtient la formule dans le cas general. Soit 7r : C — > B le quotient 
par G. On considere la decomposition du {Ob, G)-faisceau 7r*(£) en facteurs isotypiques 
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avec E v = tt g (C ® i> v ') , faisceau localement libre de rang dim(w). La relation Lq(£) = J2 v <=g v x{E v )[v] 
montre que pour obtenir la trace de Lefschetz, il suffit d'expliciter x(E v ), du fait du theoreme de 
Riemann-Roch qui donne x{E v ) = deg(£ , t; ) + dim(t>)(l — g'). 

Notons {y\, • ■ • , y r } les points de branchements de tt. II est clair que le conoyau Q(C, v) du mor- 
phisme canonique n*(E v ) —> £®d v a pour support les points de branchement. De plus on a visiblement 
en fixant un point Xj € 7r _1 (y i ) de stabilisateur Hf 

Q(£,v)v< = © Q(C,v) x = lnd G Hi {Q(C,v) Xi ) 

7r(x)=j/i 

En particulier, si Cardi^ = a on a dim Q(C,v) yi = ^dim Q{C,v) Xi . Pour decrire le fci^-module 
Q(C, v) Xi on peut noter que si Vi G R(Ht) est la representation de degre un de Hi dans la fibre C{xi), 
on a (C ® v v ) Xi = Xi (g> v v Le caractere x% de la representation cotangente au point fixe Xi de Hi 
etant primitif, il vient dans R(Hi) une decomposition 

Pour expliciter la contribution de Q(C, v) Xi , on est ramene a calculer la dimension du conoyau de 
{x\ ® Oxi) H% ®o Vi O Xi — > x-<8)0 Xi , qui est e;-Z. On en tire immediatement dimQ(£, v) Xi = YTi=ii. e i~ 
l)mu, d'ou le degre de E v 

,_, dim(w) deg(£) v - ^ 1 e i — Z „n 
degE„ = W SV ; -2J 2J mii ( 3 - 6 ) 

n i=i j=i e * 

Cette relation fournit l'essentiel du contenu numerique de la formule de Chevalley-Weil. 

Exemple 3.2 (Revetements simples de P 1 ) Pour eclairer la relation (3.6), soit le cas d'un 
revetement "simple" 7r : C —> P 1 , simple signifiant que le groupe de Galois est le groupe symetrique 
G = S„, et la donnee de ramification est r(12), oil par (12) on designe la classe de conjugaison des 
transpositions. Un calcul facile conduit pour C = Qc a 

deg(E v ) = £„(l)(£-2) - ^»((12)) 

et vu que deg(-E„) = x„(l), on trouve x{E v ) = (| — 1) X«(l) — j Xu((12)). Notons que par les relations 
d'orthogonalites des caracteres, on a X^es X«((12))Xi;(l) — 0, ce qui assure la consistance des relations 
de dessus avec le genre donne par la relation de Riemann-Hurwitz gc = dimH°(C, Qc) — 1 + n Ki — 1) 



Specialisons maintenant la relation (3.6), pour utilisation ulterieure, dans le cas G cyclique (d'ordre 
n) et £ — Lo^ m . Fixons un generateur a de G, et soit \ la representation de degre un de G donnee 
par x(cr) = e, oil e designe une racine primitive n-ieme de l'unite fixee. Le stabilisateur Hi est alors 
engendre par a B i , et le caractere local Xi est donne par X\ cr " i ) — e Bi pour un certain entier hi, avec 
< ki < a et (hi, ei) = 1. Soit rji defini par rjiki = 1 (mod e^), alors la restriction de \ l a Hi coincide 
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Avec le choix C = to™ (m > 1), les representations introduites ci-dessus sont = \™, et si v = x\ 
la multiplicite de \\ dans la restriction a Hi de v y (vi) est 

m ..fO si m-lrji^j (mod e { ) ^ ? , 

lJ | 1 si m — Z% = j (mod e^) 

Adoptons pour la suite la notation suivante: si (x) designe la partie fractionnaire de x G R, ((x)) = 
1 — (— x) Soit g' le genre de 5; alors avec v = \ l et en notant dans ce cas Ei au lieu de E v , la relation 
(3.6) se specialise en 

m) = m(fc2) + (1 _ ^ _ £ / _ (( m- i5i) A ^ 
71 i=i V ei / 

et tenant compte de la formule de Riemann - Roch 

X {Ei) = (2m - l){g> - 1) + mr - £ (<fc^) + (3 . 9 ) 



On obtient en particulier, si m = 1, que la multiplicite jix/ de x' dans H°(C,loc) est 

JV si 1 = 

Les formules (3.9) et (3.10) forment le contenu de ce qu'on appelle, semble t-il usuellement, les (ou la) 
formules de Chevalley-Weil. 



3.2.2. Inversion des relations de Chevalley-Weil 



Inverser les relations de Chevalley-Weil revient a montrer que la connaissance des representations de 
Hurwitz H°(C,uj® m ), en fait d'un nombre fini d'entre elles, permet de retrouver la donnee de Hurwitz. 
L'utilite d'une telle observation s'explique par le fait que les representations de Hurwitz se comportent 
"bien" dans des families. De maniere precise, le result at, qui a notre connaissance ne semble pas avoir 
ete remarque, est: 

Theoreme 3.6. Soit une action du groupe fini G sur la courbe projective lisse C/k. On suppose 
Paction moderee, done que n = CardG est inversible dans k. Les kG-modules H Q {C,uj® m )(m > 1) 
determinent de maniere unique la donnee de Hurwitz de Faction (un nombre fini d'entre eux en fait 
sufEsent). 

Preuve: La preuve consiste a faire l'etude d'un point de vue combinatoire de Taction du groupe 
G. Elle decoule plus precisement de l'utilisation iteree de la formule d'inversion de Mobius appliquee a 
l'ensemble ordonne des sous-groupes cycliques de G. On precede par etapes: 
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Lemme 3.7. Supposons tout d'abord le groupe G cyclique d'ordre n. Soit N k le nombre d'orbites avec 
n/k elements. Alors les nombres N k (k > 1, k\n) sont totalement determines par les representations de 
Hurwitz. 

Preuve: Soient e\ < ■ ■ ■ < e r les ordres des stabilisateurs des orbites singulieres ranges dans l'ordre 
croissant. Du fait de 3.10, la multiplicite de la representation triviale dans H Q (C,uj® m ) est donnee par 

J g' si m — 1 

\ 3g' - 3 + r si m = 2 

Pour m > 3, le resultat est, en tenant compte de r = N 2 + N 3 + • ■ • 

5(g' - 1) + 3r - £ ({--) + -) = 5(g' - 1) + 3r - (2N 2 + N 3 + ■ • ■) 

= 5( 5 ' - 1) + 2r - N 2 

expression qui visiblement determine N 2 - Supposons maintenant connaitre inductivement N 2 , • ■ • , N k -i 
avec k > 3. La multiplicite de la representation triviale dans le fcC-module H a (C, est, par la 

relation (3.9), 

(2k + l){g> - 1) + (k + l)r - J] ((-^ ±1 ) + ^) 

= (2fc + - 1) + (k + l)r - J] iV d (<-^> + ^) + 2iV fe + 7V fc+1 + ■ • ■ 

ce qui permet de deduire la valeur de N k . 
□ 

Revenons maintenant au cas general. Si H est un sous groupe cyclique de G de cardinal h, on 
notera pour tout diviseur k de h, N k (H) le nombre de H-orbites a \ elements. Le lemme 3.3 applique 
a la restriction de Taction a H, montre que le cardinal Card(C^) = Nh(H) de l'ensemble des points 
de C fixes par H est determine par la seule connaissance des representations de Hurwitz. Notons Ah 
l'ensemble des points de C dont le stabilisateur est exactement H. On a alors (3.1) 

A H = C H - (J C K (3.11) 

K,H<^K 

Une orbite singuliere qui contient un point de stabilisateur H coupe A# en (3 — \Nq(H) : H] points. 
La technique usuelle d'inversion de Mobius, conduit a: 

Lemme 3.8. Considerons des operations du groupe G sur les courbes lisses C\ et C 2 . On suppose 
que pour tout m > 1 on a un isomorphisme de kG-modules i7°(Ci,u;®™) = H°(C 2 ,uj®™). Alors un 
sous-groupe cyclique H deG est le stabilisateur d'un point de C\ si et seulement si H est le stabilisateur 
d'un point de C 2 . 

Preuve: On utilise implicitement un argument bien connu, souvent appele le Lemme de Brauer 
([65], p 67), qui rappelons le, dit que si X, Y sont deux ensembles finis munis d'une action du groupe fini 
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G, alors les representations par permutations de G definies par X et Y sont equivalentes si et seulement 
si pour tout sous-groupe cyclique H de G on a CardX H = CaidY H . II decoule tout d'abord du lemme 
3.7, que si H est un sous-groupe cyclique de G, alors CardCf^ = CardQf- Posons si i — 1, 2 

/;(#) = Card Cf et = CardA^tf) 

de sorte que fi(H) = /2(H) pour tout sous-groupe cyclique H de G. L'ensemble C des sous-groupes 
cycliques de G etant ordonne par l'inclusion, on peut definir la fonction de Mobius correspondante 
Hq '. C x C — > {0, ±1}. Si fi represente la fonction de Mobius usuelle, on a pour H, K £ C, H C 
K, fj, G (H,K) = [i([K : H]). De (3.11) on tire immediatement l'egalite 

fi(H)= £ 9i(K) (3.12) 

K,HCK 

La relation d'inversion de Mobius conduit de suite a la relation gi(H) = J2k hck ^g(H, K)fi(K). 
Comme /1 = /2, on a bien g\ — g2, ce qui est en substance le resultat annonce. 

□ 

Preuve du theoreme 3.1: On suppose avoir pour tout m > 1 un isomorphisme de kG - modules: 
H q {C\,oj'q i ) = H°(C2,u>™ 2 ). II s'agit de prouver que les donnees de Hurwitz {i — 1, 2) attachees a 
Ci et C 2 sont identiques, c'est-a-dire que la multiplicite dans ^1 et £ 2 d'une quelconque classe [H, x], 
est la meme. La premiere observation, qui decoule du lemme 3.2, est qu'un sous-groupe cyclique H 
stabilise un point de C\ si et seulement si il stabilise un point de C 2 . II faut done maintenant prouver, 
en travaillant avec C — C\ ou C 2 , que la classe de conjugaison de H etant fixee, on peut extraire des 
representations de Hurwitz de C la multiplicite d'une classe (Hi,Xi), avec Hi conjugue a H. Ces classes 
sont en bijection avec les N G (-ff)-orbites dans Ah, ou Nq(H) est comme deja indique le normalisateur 
de H, et rappelons le A H = {x £ C, G x = H}. On est ainsi ramene par restriction de Taction a H, au 
cas G = H cyclique. Ceci etant, notons 

2 < ei < ■ • ■ < e r < n = CardG (3.13) 

les ordres des stabilisateurs des orbites singulieres, et Hi, ■ ■ ■ , H r ces stabilisateurs. Extraire la donnee 
de Hurwitz revient a expliciter pour chaque Hi, l'entier z/j, 1 <Vi < ei, (v%,ei) = 1. La multiplicite du 
caractere x l dans la representation Hurw m etant connue (noter que les entiers g' et r sont determines) , 
on peut supposer que l'expression 

>. - / Ivi — m m\ 

est determinee pour tout m > 1, et tout I. En particulier si m = n, l'expression X^[=i(^ i ) es * determinee 
pour tout /. Ainsi l'expression 

. V Ci Ci e i / 
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peut done etre considered comme acquise pour tout m > 1 et tout I. Si m = an — 1 (a > 1), cette 
derniere expression vaut 

i=1 \ e 4 e l / 

mais pour tout g£Z, (^-) — \ — § = — 1 si e\q + 1, sinon. On obtient ainsi que l'expression (3.14) 
compte le nombre d'indices i G [1, r], tels que Ivi = —1 (mod ei). Pour terminer la preuve, notons que 
si n = CardG = p est premier, la conclusion est claire, car alors Hi — ■ ■ • — H r — G , et le nombre 
des Vi tels que = q (mod p) pour tout q premier a p. Si maintenant n est quelconque, on peut 
raisonner par induction croissante sur l'ordre des sous-groupes, et supposer que la donnee relative a 
tout sous-groupe strict H ^ Q est determinee. Si Aq 0, la preuve est terminee; dans le cas contraire, 
il faut pouvoir compter pour tout q premier a n, le nombre des {z/j} egaux a q pour lesquels = n. 
Supposons que la liste (3.14) soit telle que 

ei < • • • < e t < e t +i — ••• — e r — n (0 <t < r) 

Alors connaissant les entiers v\, ■ • ■ , u t , et pout tout I premier a n le nombre d'indices i G [1, r] tels que 
lv>i = — 1 (mod ei), on peut finalement obtenir la totalite de la donnee de Hurwitz, ce qui demontre 
le theoreme. 

□ 

II est maintenant clair que si C/S est une courbe (lisse) sur une base connexe, munie d'une action de 
G, alors la donnee de Hurwitz de Taction de G le long des fibres geometriques est constante. Cela decoule 
immediatement du theoreme 3.1 joint au resultat suivant, qui est une extension au cas equivariant du 
resultat classique qui etablit que sous les hypotheses du present enonce, la caracteristique d'Euler- 
Poincare xOCs) est constante. De maniere precise: 

Proposition 3.9. Sous les hypotheses ci-dessus, soit C un (Oc,G) faisceau localement libre de rang 
hni. La trace de Lefschetz Lg{C s ) est constante de long des fibres geometriques. En particulier la 
representation H°(C S , (u>c/s)s) est independante de s G 5. 

□ 

4. Families de G-courbes stables. 

Dans cette section on etend les resultats de la section 3 aux families de courbes prestables. On 
introduit la stabilite de Taction d'un groupe fini G, sur une courbe prestable, et on propose la definition 
des revetements galoisiens stables, respectivement stables marques. 
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4.1. Actions stables, revetements stables 

4.1.1. Courbes stables et stables marquees 

Les definitions generates en ce qui concerne les courbes prestables et stables marquees sont dans 
[40] , [53] , ou dans les articles de Deligne-Mumford [20] , et Knudsen [48] . Nous suivrons essentiellement 
la terminologie de Manin ([53], Chap. 5), en particulier nous utiliserons la terminologie prestable, comme 
equivalente a celle de courbe nodale ou semi-stable. Les restrictions sur les caracteristiques des corps 
residuels sont identiques a celles des sections precedentes. 

Definition 4.1. 1) Une courbe prestable, de base un schema S, est un morphisme propre et plat 
7r : C — > S clont les fibres geometriques sont des courbes nodales connexes (voir §2J ). Si S est connexe, 
le genre (arithmetique) d'une fibre est constant, c'est le genre de la courbe. 

2) Une courbe prestable est dite stable si les fibres geometriques {C s }sont des courbes stables dans le 
sens de Deligne-Mumford, done si le groupe des automorphismes Aut(C s ) est fini. 

On sait que la stabilite pour une courbe definie sur un corps algebriquement clos, de genre g > 2, 
equivaut a propriete suivante : Si E est une composante non singuliere rationnelle de C, alors E 
rencontre les autres composantes en au moins trois points. Usuellement cette condition s'exprime de 
maniere particulierement agreable sur le graphe dual classiquement attache a C; cela sera rappele dans 
la suite (§7.1). Du fait que pour une courbe prestable le morphisme n : C — > S est un morphisme 
localement d'intersection complete, le faisceau dualisant relatif, defini par ([46], §1) 

u c/s = det(0^ /5 ) (4.1) 

est localement libre de rang un. On sait que sa formation est compatible avec les changements de base. 
Dans loc.cit. il est prouve que la courbe prestable ir : C — > S est stable si et seulement si u>c/s est 
relativement ample. La definition (4.1) se generalise, comme il est bien connu, a la consideration de 
courbes stables marquees (Harris-Morrison [40], Knudsen [48], Manin [53], Wewers [67]): 

Definition 4.2. Soit n : C — > S une courbe prestable de base S. Soit B C C un diviseur de Cartier 
relatif de degre d > 1. i) On dit que B definit un marquage de C/S, ou que C/S est marquee par B, 
si B est etale sur S, et si de plus le support de B est contenu dans la partie lisse de ir, done si pour 
tout point geometrique s G S, les points de B 8 C C s sont des points non singuliers. On parlera dans la 
suite de (C/S,B) comme d'une courbe marquee. 

ii) La courbe marquee (C/S,B) est dite stable, ou encore C/S est dite stable marquee par B, si pour 
tout point geometrique s e S, Fune des proprietes equivalentes suivantes est satisfaite: 

• Le groupe Aut(C s , B s ) des automorphismes de C s preservant B s est fini. 

• Toute composante de la normalisation de C s qui est rationnelle (resp. de genre 1 ), contient au moins 
trois points exceptionnels (resp. un). On appelle point exceptionnel un point qui est soit dans le support 
de B, soit Forigine d'une branche issue d'un point double. 

Quitte a effectuer un changement de base etale, on peut supposer que B est une somme de sections 
disjointes B = J2i Pii avec en t° u t point geometrique s e S la condition de stabilite satisfaite, Pi(s) est 
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un point non singulier, et si i ^ j, Pi(s) ^ Pj{s). On montre alors, et cela sert de definition alternative, 
qu'une courbe prestable marquee it : C — > S est stable si et seulement si le faisceau to c / S (B) est 
relativement ample ([53] Ch 5, §1). Rappelons qu'il importe de distinguer deux situations, dans l'une 
la courbe est marquee par B, et dans l'autre B est une somme de sections disjointes numerotees, la 
courbe est alors piquee. 

Dans les deux cas les isomorphismes sont contraints de respecter le marquage, respectivement 
les piqures. On rencontrera aussi la situation intermediaire dans laquelle les points marques sont 
affectes d'une couleur, mais pas de maniere univoque, les isomorphismes devant dans ce cas simplement 
respecter la couleur. Cela equivaut a numeroter les points par paquets. Dans ce cas B = B\ + • • ■ + B r 
est decompose en une somme de diviseurs disjoints deux a deux, les points de B a etant vus comme les 
points d'une meme couleur, disons la couleur a. Posons d a = deg(B a ), et d = deg(B) = d a . 

On suppose maintenant, comme dans le paragraphe precedent dont on conserve les notations, que 
le groupe fini G agit fidelement sur C/S. Sous les hypotheses fixees au debut, le groupe G est reductif, 
ce qui assure que l'operation de passage au quotient se comporte comme dans le cas lisse, en particulier 
on a 1' analogue de la proposition 3.2: 

Proposition 4.3. Soit tt : C — > S une courbe prestable munie d'une action de G. Alors la courbe 
quotient D = C/G est prestable, et sa formation commute aux changements de bases. En particulier, 
pour tout point geometrique s G S, D s = C s /G. 

Preuve: Le point essentiel, qui est la commutation du quotient a tout changement de base est 
aise; voir la proposition 3.2. 

□ 

4-1.2. Actions stables 

II est maintenant tout a fait clair que la conclusion de la proposition 3.9 s'applique sans changement 
a la situation de la proposition 4.3, avec dans ce cas pour G-faisceau, le faisceau dualisant relatif 
ujc/s [20]. La representation de G dans H°(C S , (oJc/s)a) est independante de s G S, S etant connexe. 
Revenons aux conditions de la proposition 4.1. Soit x G C s un point qui correspond a un point double 
d'une fibre geometrique, de sorte que Oc B ,x — k[[X,Y]]/(XY). Dans l'anneau local complete, X = 
et Y = definissent les branches formelles en x. Supposons que le stabilisateur G x soit non trivial, 
alors G x opere sur l'ensemble a deux elements compose par les deux branches. Remarquons aussi qu'on 
obtient de maniere analogue au cas lisse une representation fidele de G x dans l'espace cotangent au 
point x, soit un morphisme injectif G x =-> GL(2, k). 

La definition suivante trouvera sa motivation ulterieurement; elle est reservee pour le moment aux 
courbes depourvues de marquage, et ne porte que sur Taction de G au voisinage des points doubles: 
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Definition 4.4. L 'action de G sur la courbe prestable C/S est dite stable (certains disent Kummeri- 
enne [63]), si pour tout point double x d'une fibre geometrique, la representation de G x dans Fespace 
cotangent de la fibre en x possede la propriete suivante: pour tout a G G x : det(a) = 1 si a fixe les 
branches, et det(cr) = — 1 si a echange les branches. 

II est clair que la condition de stabilite equivaut a dire que le stabilisateur d'un point double est 
soit cyclique, soit diedral, et dans ce dernier cas les elements de determinant -1 dans la representation 
cotangente sont les elements qui echangent les branches. Plus precisement soit H = G x < G x le sous 
groupe d'indice au plus deux forme des elements qui fixent les branches. Ce groupe est cyclique, et 
Taction de H sur l'espace cotangent en x sur la branche X = (resp. Y — 0), definit un caractere 
primitif \x (resp. \y) de H. La condition sur le determinant est alors equivalente a 

Xx-XY = 1 (4.2) 

Si G x est d'ordre deux, et s'il y a echange des branches, le groupe est diedral. Soit G agissant stablement 
sur la courbe prestable C, definie sur le corps algebriquement clos k. Les considerations ci-dessous 
s'appliqueront done a une fibre geometrique. On peut classer les points a isotropic non triviale en trois 
families disjointes deux a deux: 

(I) points fixes non singuliers 

(II) points doubles a isotropie cyclique 

(III) points doubles a isotropie diedrale 

L'observation suivante, elementaire, mais neanmoins cruciale, revient a dire que les points de 
type II ne doivent pas etre consideres comme des points de ramification. On verra cependant qu'ils 
contribuent de maniere non triviale a la deformation universelle du revetement, a la difference des 
points de ramification. Soit u>c/s 1 & faisceau dualisant de la courbe prestable ir : C — > S. On a 
t^c/s — det(0^ s ) avec la description locale suivante [48], [53]. Supposons que localement (pour la 
topologie etale) sur U, on realise C comme une hypersurface d'equation / = dans un schema lisse de 
dimension relative 2 sur S. Alors on a une identification canonique, avec I — (/): 

lo C /s w = rlomu(I/I 2 , A 2 OV/s C{U ) (4.3) 

II decoule de la suite exacte (sur U) O — > I/I 2 — > Q, 1 m/s®o c ~^ ^c/s ^ un morphisme canonique 
^c/Sijj ~^ ^c/Sijj es t un isomorphisme en dehors du lieu singulier [48]. Rappelons que si S = 
Spec(fc), et si P un point double, on a u>c,p = Oc\p-u, ou u> est la forme meromorphe qui sur la 
normalisation de C, vaut 4^ sur la branche Y = 0, et — ^ sur la branche X = 0. Dans le cas d'une 
base arbitraire, et pour un quotient ir : C — > D = C/G, d'une courbe prestable C par une action 
stable de G (Definition 4.4), on va prouver que le morphisme naturel dn : 7r*(ri^ s ) — > ^/S' s'^tend 
canoniquement en un morphisme (note encore dn): 

dn :-k*{lo d /s) -> ^c/s (4-4) 

Ce morphisme est un isomorphisme en dehors des points fixes de types I et III. On le construit 
d'abord localement, et par naturalite on l'etend en un morphisme global. On obtient ce morphisme en 
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combinant le morphisme dir : 7r*0^ s — > avec la fleche — > Wc/Si e * l a fleche analogue. Au 

voisinage d'un point double P de type II, d'image s 6 S, on peut utiliser un systeme de coordonnees 
locales pour decrire le morphisme tt (par exemple Wewers [67], §2.1, Jarvis [44] §5.1). On peut de la 
sorte choisir etale-localement des coordonnees (x, y) en P , telles que C soit sur ces coordonnees la 
courbe relative 

(xy - a = 0) C A 5 2 

et que Taction du stabilisateur Gp (d'ordre e > 2) est decrite par <j(x) = £x, cr(y) = C Di a etant un 
generateur de Gp 4 . On en deduit immediatement une description locale-etale de D par l'intermediaire 
des coordonnees u = x e , v = y e soumises a l'equation uv — a e = 0. Ces descriptions fournissent des 
generateurs locaux ui(x, y) et u(u, v) pour respectivement ujq/Sj et ^d/s- Le morphisme local requis est 
l'isomorphisme defini par n*(oj(u,v)) >—> u(x,y). II est facile de voir que ce morphisme est canonique, 
du fait que tout autre systeme de coordonnees locales se deduit de (x, y) par x' = ax, y' = 0y, et 
a' = a(3a, apres localisation etale. On peut d'une autre maniere invoquer l'argument suivant. Le 
faisceau lu c /s est le faisceau dualisant, de sorte qu'on a un isomorphisme fonctoriel Homc(JF, u> c /s) — 
Hom s(R l p*(J : ),Os). Si T = tt*(lo d / s ), alors le morphisme global cherche provient par dualite du 
morphisme trace 

|G| s eG 

On notera que les faisceaux tuc/s et ^c/s son * ^ e man iere naturelle des G-faisceaux, et seront en 
permanence pris comme tels. La structure du morphisme 4.4 peut etre precisee: 

Lemme 4.5. Soit p : C —> S une courbe prestable munie d'une action de G. On suppose que G agit 
Gdelement et stablement sur les fibres geometriques. Soit n : C — > B = C/G le morphisme de C sur la 
courbe quotient. Pour tout entier I > 1, on a une suite exacte 

— vr*< /s — u% l /s — V, ^ (4.5) 

oil Vi est un Os-module coherent plat, dont la formation est compatible avec les changements de base. 
Le support de V; est concentre aux points de type (I) et (III). 

Preuve: Partant du morphisme n*(u> D /s) —> ujc/Si P ar passage a la puissance tensorielle Z-ieme, 
on obtient un morphisme 7r*w® , s — > w®, s . Soit Vi le conoyau. Pour decrire ce faisceau, supposons 
d'abord S = Spec(fc), le corps k etant algebriquement clos. II n'est pas difficile dans ce cas de decrire 
(localement) explicitement le morphisme ir*(ujff) — ► ^c'' e ^ ^ e ^ a sor te Vl- Traitons d'abord le cas 
1 = 1. En un point non singulier x G C, d'image y G D, soit t un parametre local, tel que le stabilisateur 
G x agisse par a.t = x( cr )^ £ G x ), ou x G G x est un caractere primitif. Soit e l'ordre de G x . Alors 
u = t e est un parametre local en y et le morphisme (4.5) a pour description locale en x 

O x du — > O x dt, avec du = et e ~ x dt (4.6) 

4 II est bien connu que ces coordonnees sont bien definies aux changements suivants: image reciproque par localisation etale, 
substitution (x, y, a) I ► ((XX, fiy, 7a) oil Ci, f3 G Op, 7 — Ctf3 G O* [44]. 
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On trouve ainsi que dim(V x ) = e — 1. Si maintenant x est un point double de type (II), selon la 
nomenclature precedente, on peut supposer que formellement Taction de G x sur les branches est donnee 
par l'intermediaire de deux caracteres opposes, x e t X _1 j d'ordre e > 1 (condition de stabilite (1)). On 
peut ainsi considerer des parametres locaux X, Y le long des branches de sorte que 

6 X = k[[X, Y]]/{XY) , d y = k[[U, V]]/(UV), avec U = X e , V = Y e 

ou U, V definissent des parametres locaux le long des branches en y. Notons par une lettre minuscule 
x, y, u, v, les classes respectives de X, Y, U, V; alors le morphisme (4.5) a pour description locale au 
point x 

a, ( ^,--)-^,-^) (4.7) 

u v x y 

avec ^ = e^r, et * — e— . Le morphisme (4.5) est bien en un tel point un isomorphisme, comme 
impose dans la construction du morphisme 4.4. 

Supposons maintenant que x est un point fixe de type (III), et que G x = D e , (e > 1). Dans ce cas 
il est clair que y est non singulier, et que les parametres le long des branches etant choisis comme au 
dessus, t = x e + y e est un parametre en y. La description locale de (4.5) est dans ce cas: 

O x dt^O x (—, — y -), avec dt = (ex e , -ey e — , — y -) 4.8 
x y x y 

En particulier cette description donne V x ^ 0, en fait le rang est dim(V x ) = 2e — 1. Revenons au 
morphisme (4.5); on vient de voir qu'il est injectif sur les fibres, il est done injectif avec un conoyau 
Vi plat sur S, comme il resulte du critere local de platitude, et done de formation compatible aux 
changements de base. Le support de V; est concentre exclusivement en les points fixes de type (I) ou 
(III). 

□ 

Dans le cas I — 1, on posera dans la suite V = Vi- On conserve les notations du Lemme 4.5. La 
suite exacte 4.5 justifie la definition suivante, dans laquelle Div est le diviseur de cartier construit dans 
[58]: 

Definition 4.6. Le diviseur de Cartier relatif R n = DivV = Div (ir* (u> d / $ — > wc/s) es ^ appeie le 
diviseur de ramification du morphisme tt : C — > D. 

On notera que le support de R n est Pensemble des points de type I ou de type III. Par ailleurs, de 
la definition, jointe a la suite exacte 4.4, il vient l'egalite (formule de ramification) 

L0 C/s ^Tr*(L0 D/s )®O(n w ) (4.9) 

On souhaite relier le diviseur R n aux sous-schemas de points fixes des sous-groupes cycliques de G, 
comme dans le cas lisse. Soit H un sous-groupe cyclique de G, H ^ 1. Ce qui precede justifie la 
definition d'apparence peu naturelle suivante: 
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Definition 4.7. Soit une action stable de G sur la combe prestable C definie sur k. Soit p £ C: 

On dit que H fixe strictement p, si p etant non singulier, on a Hp = p, et p etant un point double, si 

on a d'une part Hp = p, et d'autre part tout element a £ H, a ^ 1, inverse les branches. 

On observera que si H fixe strictement le point double p, alors H est d'ordre deux, et l'element 
distinct de l'identite de H est une reflexion, i.e. inverse les branches. On etend la definition au cas 
relatif. La proposition suivante precise la structure du sous-schema des points fixes d'un sous-groupe 
cyclique en presence de points doubles. 

Proposition 4.8. Soit 4> : C — > S une courbe prestable sur laquelle le groupe G agit stablement, et 
soit tt : C — > D = C/G le revetement associe. 

1) Pour tout sous-groupe cyclique H de G, le sous-schema Fix(H) = C H des points fixes de H est 
reunion disjointe d'une partie horizontale et d'une partie verticale: 

Fix(H) = Fix(H) hor U Fix(H) ver (4.10) 

oil Fix(H)hor est un diviseur de Cartier relatif qui a pour support les points fixes strictement par H. 
Le support de Fix(H) ver est inclus dans les points doubles de type (II) de H. 

2) Comme dans le cas lisse on a l'egalite de diviseurs, la somme etant etendue aux sous-groupes cycliques 
non triviaux 

R* = J2 H\H\)Fix(H) hor (4.11) 

H 

Preuve: Fixons a un generateur de H, avec Cardiff = e. Soit x £ Fix(H) un point fixe de 
type (I), done non singulier dans sa fibre, et soit 4>(x) = s £ S. C'est un fait standard, observe dans 
la proposition 4.4, qu'au point x, Fix(H) est un diviseur de Cartier relatif etale sur S. Supposons 
maintenant que x soit du type (II). Quitte a passer aux anneaux locaux completes, on peut supposer 
que 6 X = 6 a [[X, Y]]/(XY-a), (a £ M s ), Taction de H etant decrite par a(X) = (X, a(Y) = (^Y, 
pour une racine primitive d'ordre e convenable de l'unite. II est immediat que l'ideal du sous-schema 
ferine Fix(H) en x est engendre par les classes de a(X)—X et a(Y)—Y, il est done egal a (X, Y). On voit 
ainsi qu'en ce point Fix(H) n'est pas un diviseur de Cartier. Supposons maintenant le point x de type 
(III), et que x soit un point fixe strict de H; alors avec les notations precedentes, cr(X) = Y, <r(Y) = X, 
et dans ce cas H est d'ordre deux. L'ideal de Fix(H) est engendre par la classe de X — Y, en 
particulier c'est un diviseur de Cartier en ce point. L'anneau local complete de Fix(H) en x est 
£>Fix(H),x — OsiiXJl/iX 2 - a), avec a £ M s . II n'est pas etale sur O s . 

L'ensemble (ouvert) des points de Fix(H) en lesquels Fix(H) est un diviseur de Cartier, est egal au 
support du diviseur de ramification du morphisme quotient C — > D = C j H (definition 4.6). Finalement 
Fix(H) se decompose en une somme disjointe 

Fix(H) = Fix(H) hor U Fix(H) ver 

oil Fix(H)hor est un diviseur de Cartier relatif supporte par les points fixes stricts de H, et Fix(H) ver 
a un support inclus dans l'ensemble des points fixes de type (II) de H, ce qui prouve 1). 
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2) L'egalite 4.10 a ete observee precedemment pour les points fixes non singuliers dans leur fibre. Reste 
a verifier l'egalite en les points de type III. Soit x un tel point, avec un stabilisateur diedral d'ordre 2e. 
Les notations etant comme au-dessus, une equation locale de en x, est X e — Y e . Si le stabilisateur 
G x a pour generateurs a et r, avec o~ e = r 2 = (t<t) 2 = 1, alors l'equation locale en x de Fix(ro % )hor 
est comme obtenu ci-dessus X — QY. Le resultat se reduit a l'egalite X e — Y e = Yl^Z {X — Q Y). 

□ 

Corollaire 4.9. Sous les hypotheses de la proposition 4.2, la base S etant supposee connexe, notons 
d le degre de Fix(H)hor relativement a S. Pour tout point geometrique s G S, on a 

d = #{x G Fix(H) hor (s),x de type (I)} + 2#{x G Fix(H) hor (s),x de type (III)} 

Preuve: On vient de voir que Fix(H)h or est etale sur S en les points de type (I), et que si 
x G Fix(H)hor est un point de type (III) d'image s, alors dim((D Fix ( H ) hortX ® k(s)) = 2. Le resultat en 
decoule. 

□ 

4-1-3. Ge.ome.trie du quotient par une action stable 

Pour utilisation ulterieure, la courbe prestable C etant toujours definie sur le corps k, nous allons 
comparer les G-faisceaux 7r*(Q^y fe ) et H^ fe . Les notations precedentes etant toujours en vigueur, 
rappelons que le foncteur ir^ : (G — CohC) — > (CohD) transforme un G-faisceau (coherent) T sur C 
en le faisceau sur D des sections G-invariantes 7r*(.F) G de 7r*(:F). Le premier resultat est: 

Proposition 4.10. 1) Le morphisme ^l\,/ k — > ^(^c/fe) es * jn J ec ^ e * ^ e conoyau est concentre aux 
points images des points doubles de type (II). 

2) Le morphisme ir^(6c) — > Od est injectif et le conoyau est concentre aux points de B images d'un 
point de type (I), done nonsingulier, ou un point double de type (III); en ces points le conoyau est de 
dimension un. 

En particulier, s'il n'y a pas de point fixe de type (III), on a n*(0c) = ^{Oc{—R)) = @d(—A), ou 
A = J2j Qj ( re $P- R = J2i Pi) designe le diviseur de branchement (resp. de ramification) reduit. 

Preuve: Partons de la suite exacte 7r*(f2^ fc ) — ► &c/k — y ^c/d — y 0- Appliquant le foncteur 
nf, on obtient un morphisme £^/ fc — > n ?(^c/k) ^ es * un isomorphisme en dehors des points de 
branchement (lisses), et des points doubles. Soit y = tt(x) G B un point de branchement non singulier, 
et soit e l'indice de ramification correspondant. Si on choisit des parametres locaux t et u en x et 
y respectivement, comme dans le lemme 4.5, le morphisme (4.11) admet alors la description locale 
suivante: 

g(u)du G {&B/k)y 1 — > eu 9{ u )— (4-12) 

Comme il est clair que ^f(^c/ k )y = u^Oo.y, on trouve bien que le morphisme (4.11) est bijectif en un 
tel point. Soit maintenant le cas de x point double avec isotropie cyclique, d'ordre e > 2. En utilisant 
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les coordonnees locales le long des branches, introduites dans le lemme 4.5, on obtient la description 
suivante pour les deux termes du morphisme (4.11); pour le premier de ces termes: 

m i , _ d y du 8 Oy dv 
Wd/h)v- {udv + vdu) 



et pour 1' autre: 



O x dx ® O x dx 



c / k y \ (xdy + ydx) 



Soit a un generateur de G x , agissant par ax = (x, et ay = ( 1 y. Un calcul elementaire conduit a 
l'expression suivante d'une forme to, G x - invariante: 

io = (^^,by)dx + (0,^-)dy, (bek, A(0) = D(0) = 0) (4.13) 
x y 

On voit alors immediatement que le morphisme (4.11) est injectif en x, et que son image est l'ensemble 
des 1-formes qui dans l'expression (4.13) ont b = 0. En particulier le conoyau est de dimension un, 
comme indique. Pour la seconde assertion, en dualisant le morphisme 4.11, on obtient un morphisme 
it* {6c) — ► @d\ la conclusion releve des memes calculs locaux que nous omettons. 

□ 

Remarque 4.1 Si Taction stable du groupe G sur C/S n'a pas de points du type III, alors le 
diviseur de ramification est de la forme habituelle. La partie horizontale (Proposition 4.8) de Fix(H), 
H sous-groupe cyclique, est une somme de diviseurs de Cartier relatifs a supports disjoints Fixhor(H) = 
J2cch ^C 1 ) en notant A c le lieu des points de stabilisateur exactement C. II est immediat de retrouver 
l'expression usuelle du diviseur de ramification R = J2h (1-^1 — l)Aff- 



34 



4.2. Collision des points de ramification 

4-2.1. G-type d'un G-diviseur 

Soit une action stable de G sur C. On suppose que D C C est un diviseur de Cartier relatif, etale 
de degre TV sur S, de support contenu dans la partie lisse de ir : C — > S, et G-stable. Cela permet 
de parler du G-type de la fibre D s en un point geometrique s £ S (section 2.1). Tout d'abord une 
remarque elementaire: 

Lemme 4.11. Le G-type de D s en un point geometrique s € S est constant. 

Preuve: Par changement de base etale, on peut supposer que D est somme de TV sections disjointes 
{Pi}, done D = YliLi Pi- Un element a€G agit par permutation sur les {Pi}. Soit pour tout indice 
i, Hi le stabilisateur de Pi. Le faisceau conormal le long de la section Pi, Mp./ S = P*(0,^^ s ) est un 
G-faisceau inversible sur S. On peut done l'ecrire Np./g — £>i <8> Vi, pour une certaine representation 
Vi de degre un de Hf, soit Xi l e caractere de Vi. Alors le type de D a est X^Lj-ffi, Xi]> done constant le 
long des fibres. 

□ 

Notre objectif est maintenant de preciser le comportement des points de ramification lorsqu'un 
revetement (galoisien de groupe G) degenere, e'est a dire lorsque le revetement se deplace dans une 
famille de courbes stables. Le resultat principal de cette section est l'observation que seuls les points 
de type (III) (4.3), done ceux a isotropic diedrale, sont responsables de la collision eventuelle des points 
de ramification. Ce comportement pathologique sera elimine par le marquage a priori de la courbe au 
moyen d'un diviseur contenant les points de ramification. 

4-2.2. Chevalley-Weil (bis repetita) 

On suppose maintenant que C/S est une courbe stable et que Taction de G sur C est stable. Dans 
ce contexte si D marque la courbe, on suppose que D est G-invariant. Si la base est connexe le G-type 
de D (Lemme 4.11), ou de (G, D) est defini. Si en plus tt est generiquement lisse, on peut attacher une 
donnee de ramification a Faction de G, qui est celle attachee a la fibre generique. Cette donnee est 
dorenavant fixee. Nous allons suivre les caracteristiques combinatoires lorsque la fibre C s degenere. Par 
inversion des formules de Chevalley-Weil au point generique, les representations de Hurwitz (theoreme 
3.1), 

Hurw m = H°(C s ,lj%™) (m>l,seS) (4.14) 

sont acquises. On fixe une fibre singuliere, done une G-courbe stable definie sur un corps algebriquement 
clos k. Soit D = C/G la courbe quotient. Les points doubles de D sont done les images des points 
doubles de type (II) de G. 

Installons quelques notations et remarques preliminaires. Rappelons que la suite exacte (4.4) definit 
un faisceau Vi concentre en les points fixes de types (I) et (III). Pour I > 2, cette suite entraine, par 
Phypothese de stabilite de G, et par le fait que pour / > 2, H 1 ^,^ 1 ) = ([19] Thm 1.2), done 
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en notant provisoirement B = C/G la courbe quotient, pour eviter des confusions avec le diviseur de 
marquage D, on note que 



dim(tf°(C,^) G ) = X (B,u>f)+dim(VF) (4.15) 

Si I = 1, des considerations similaires conduisent a H°(B,lob) = H°(C,lo) g , en particulier p a {B) = g' . 
Pour I > 2, dim(V G ) est la contribution significative a dim (iJ°(C, oj® 1 ) g ). Nous sommes maintenant en 
mesure de reprendre les calculs a la Chevalley-Weil de la section 3.2 dans le contexte de cette section, 
done pour une courbe nodale (stable). Rappelons tout d'abord quelques faits elementaires sur les 
representations irreductibles des groupes diedraux. 

On identifie le groupe diedral D e (e > 1), d'ordre 2e avec le sous-groupe de GL(2, k) engendre par 
les matrices 

l\ (e 

r = l H „ , a 



1 °J ' V° e . 

oil e est une racine primitive e-ieme de l'unite. Notons tpi et 4>[ les caracteres de degre un de P e definis 
par ipi = 1, et ip[{cr) = 1, V , 'i( T ) = — 1- Pour tout j > 0, soit le caractere <f>j de degre deux donne 
par 

^.(r) = 0, 4>j{a) = e J + (2cos(^) si k = C) 
de sorte que <f>j est le caractere de la representation decrite par 













T 1 > 


; 


i • 


cr i— > 





On observe les relations de periodicite (f)j e = <f>j, et 4>j est irreductible sauf si j = (mod e) ou bien 
e = 2m et j = m (mod e). Dans ces deux cas les representations se decomposent en 

00 = </>i + ipi, et si e = 2m, m = $ m + ^ (4.16) 

0^ et (j)'^ etant deux caracteres de degre un donnes par (f)' m {cr) = 0m( cr ) = et 4>'mij) — 

i, CM = -i. 

On suppose maintenant que les orbites singulieres de Taction de G sur C sont, en dehors des orbites 
de type (II), composees de 6-orbites de type (I) et de s-orbites de type (III). Intuitivement, en un point 
double de type (III), si on regarde la courbe comme specialisation equivariante d'une courbe lisse, alors 
il y a coalescence de deux orbites de points fixes. Cela va etre precise sous peu; on va voir que dans 
cette hypothese le stabilisateur est d'ordre deux, done diedral, engendre par une reflexion qui echange 
les deux branches. 

Rappelons, pour eviter toute confusion, la terminologie utilisee (voir en particulier la definition 
4.7), lorsqu'on a affaire a un point double a isotropic non triviale. 

Un sous-groupe cy clique H C G fixe strictement x, si lorsque x est non singulier H C G x , et si 
x est un point double, H fixe x dans le sens de la definition 4.5, done H est d'ordre deux engendre 
par une reflexion echangeant les branches. On dira aussi que H est un stabilisateur de x, si H = G x 
lorsque x est non singulier, et si x est un point double, comme ci-dessus, H fixe strictement x, done 
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est en particulier "diedral d'ordre deux". Dans ce dernier cas, si G x = D/, il y a done I sous-groupes 
de G x qui sont des stabilisateurs de x !. Si I > 1, G x tout entier n'est ainsi pas considere comme un 
sous-groupe stabilisateur de x. 

Rappelons que dans le probleme de classification qui nous occupe, on a fixe au prealable une 
donnee de Hurwitz £, qui specifie r classes de conjugaison de caracte res primitifs de sous-groupes 
cycliques, comptees avec leurs multiplicites respectives, done fournit en particulier une liste de classes 
de sous-groupes cycliques, non necessairement distinctes, notees Ti, • ■ • , r r . On suppose que les ordres 
respectifs sont 5i < 8 2 < ■ ■ ■ < S r . Pour tout e > 2, e | CardG, posons 

N e = Card{i e [1, r], 6i = e} (4.17) 

de sorte que iV e represente le nombre d'orbites singulieres de cardinal Ca ^ dG dans toute courbe lisse 
C supportant une action de G du type specifie. Les memes conventions de notations s'appliquent a 
un quelconque sous-groupe H de G, et N e (H) aura done la signification ci-dessus. Sous les memes 
conditions sur e, on notera N' e le nombre de G-orbites singulieres de cardinal Ca ^ dG qui sont contenues 
dans la partie lisse de C, done 

r'= J2 N 'e ( 4 - 18 ) 

2<e,e|CardG 

Pour tout sous-groupe H, on peut aussi deffnir r'(H), s(H), N' e (H). Le resultat qui suit est crucial pour 
clarifier la coalescence eventuelle des points de ramification: 

Theoreme 4.12. On a les egalites: i) r = r' + 2s, et ii) N e = N' e si e > 3, et N 2 = Nf, + 2s. 

Preuve: L'assertion (2) est visiblement plus forte que (1) et done l'implique; on commence cepen- 
dant par prouver (1). Choisissons dans chaque orbite singuliere un point X{ (1 < i < r'), de stabilisateur 
Hi = G Xi pour celles formees de points non singuliers, et yj, (1 < j 1 < s) avec Kj = G Vj pour celles 
formees de points doubles. Posons A, = (Vi) Xi , fij = (Vi) yj (I — 1,2, • • ■). On a une decomposition de 
G-modules 

= ^0Ind G (A,)^) ^©Ind G XHj^J (4-19) 

d'ou par reciprocite de Frobenius 

di m r(c, Vif = E dim ( A f l ) + E dim ^f'') ( 4 - 20 ) 

3 

L'analyse de la partie i^j-invariante de A, releve de la description faite dans la section 3.2; on trouve 
de maniere analogue: 



dim(Af i ) = 1-1+ - ^ si e = Card^ 



Supposons maintenant Kj = D e . On peut lineariser Taction de Kj relativement a des coordonnees 
x,y le long des branches au point yj, et ainsi supposer que les generateurs a et r de Kj agissent 
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par a(x) = ex, a(y) = e 1 y; t(x) = y, r(y) = x, avec e € k* une racine primitive d'ordre e. Le 
morphisme quotient a pour forme locale au point yy. (x,y) — > u = x e + y e , de sorte que la 1-forme 



to = — ^) est une base locale de uic en yj. On a a*(u) = to et r*(w) = —to. Le module /i, admet 



y 



la description 

"' ~ O c , yj {du)& ~ \(x- l ,(-l) l y el ), 

du fait que (du)® 1 = (x el , (-1) l y el )u® 1 . 

II est aise de decomposer le ifj-module fij en representations irreductibles du groupe Kj = D e . Le 
resultat est 

H = [ i 2 ^ 1 + ^) ^ Si 1 impair (4 22) 

I -01 + ip'i + YTi=i 4>t si 1 P air 

Si / = 2, ceci conduit a dimV^ — r' + 2s. Du fait que x(B,ujg 2 ) = 3g' — 3, l'egalite (4.14) entraine 
r = r' + 2s, c'est a dire l'assertion (1). 

Maintenant si I > 2, on a par les memes egalites 

dim vp = (/ - iy + V f ((-)) - + { f - :) si \ impair 

! v ; f-' V e; e; / Is/ si Z pair 

i= 1 

= (i -D/ + E W . («!)>- ^{jr 1 * ™ 

2<e|CardG \ / ». 

Ces relations pour I = 3 donnent 2r — N 2 = 2r' — N 2 + 2s, ce qui tenant compte de l'assertion (1) 
conduit a N 2 = N 2 + 2s. Avec I = 4, on obtient de la meme maniere 3r — N 2 — N 3 = 3r' — N 2 — N% + 4s, 
d'ou on tire l'egalite N 3 = N$. Si on continue ce raisonnement, on obtient de proche en proche l'egalite 
N e = N' e pour tout e > 3, c'est a dire l'assertion (2). 

□ 

Les arguments combinatoires utilises ci-dessus pour relier la donnee de Hurwitz aux representations 
Hurw m peuvent etre repris sans changement dans le cas stable. Dans cette situation on peut encore 
lire la donnee de Hurwitz. 

Proposition 4.13. Sous les hypotheses du theoreme 4.12, les sous-groupes cycliques de G qui sont des 
stabilisateurs stricts de points (reguliers ou points doubles) de C, sont les conjugues des sous-groupes 
{Ti, ■ ■ • , T r } specifies par la donnee de Hurwitz. 

Preuve: On reprend la methode de denombrement du paragraphe 3.2 (Lemme 3.4). Pour tout 
sous-groupe cyclique H C G, H ^ 1, soit 

C H = {x eC,H fixe strictement x) (4.23) 

Posons: 

f(m = jCardC H si e = Cardtf > 3 

H ' ~ \ N! 2 {H)+2s{H) sie = 2 
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Done f(H) = CardG H , chaque point double etant si e = 2 compte deux fois. II resulte du theoreme 
4.1 que / est totalement determine par les seules representations de Hurwitz. Soit encore A H = {x € 
G, H est un stabilisateur de x}. Rappelons que si x est un point double cela signifie que e = CaidH = 
2, et que H est engendre par une reflexion qui echange les branches en x. II decoule des definitions que 
si H ^ 1, on a: 

C H = |_J A K 

HCK 

On peut poser C H = Ah = si H n'est pas cyclique. Si x £ C H est un point double, alors C&xdH = 2 
et x G A H . Si on pose de nouveau g(H) = CardA#, un point double etant toujours compte deux fois, 
on retrouve avec la convention f(H) = g{H) = si H n'est pas cyclique, la relation familiere (voir 
(3.12)) f(H) = J2hck 9(K)- Par un argument similaire a celui utilise dans le lemme 3.4, on obtient 
par inversion de Mobius 

g(H)= £ KH,K)f(K) (4.24) 

HC.K 

ou comme dans le § 3.2, .) designe la fonction de Mobius de l'ensemble ordonne des sous-groupes 
de G. La preuve se poursuit comme dans la section 3.2; on obtient que CardA# ne depend finalement 
que de la donnee de Hurwitz du probleme modulaire. Le resultat en decoule. 

□ 

4-3. Courbes stables marquees et actions de groupes 

Parallelement a la stabilite de la courbe C qui supporte Taction de G, on aura a imposer la stabilite 
de la courbe marquee par un diviseur G-invariant 5 . Le diviseur sera alors contraint de contenir le 
diviseur de ramification. Lorsque le diviseur se reduit au diviseur de ramification, la stabilite de la 
courbe marquee sera en fait equivalente a la stabilite de la courbe sans le marquage, sauf en presence 
d'isotropie diedrale, ce dysfonctionnement pouvant etre elimine par ailleurs. Stabiliser la courbe par 
les points de ramification, reviendra de fait a eliminer les points fixes de type III. 

Dorenavant C/S est une G-courbe stable marquee par le diviseur G-invariant D (Definition 4.2). 
Pour completer l'etude precedente limitee au cas stable non marque, on doit maintenant faire une etude 
a la Chevalley-Weil du G-faisceau ujc/s (D)® m , substitut naturel a ^>qT s - U s'agit, s etant un point 
geometrique, d'extraire des informations des A;G-modules H°(C S , ujc s (D s )® m ). On sait que le faisceau 
dualisant modifie oj c / S {D) possede la propriete d'annulation (Knudsen [48]) FO-k+^c / s{D)® m ) = si 
m > 2. De plus si m > 1, -K i< (u! C / s {D)^' rn ) est localement fibre de rang (2g — 2 + N)m — (g — 1). On 
montre aussi que la formation de faisceau Lu c /s(D)® m commute aux changements de base. Le lemme 
suivant decoule d'arguments deja utilises, la preuve ne sera done pas repetee. 

^ Dans la section 7, on aura besoin d'un marquage plus precis que le seul marquage par un diviseur G-invariant. On peut 
souhaiter numeroter les points du diviseur, i.e piquer la courbe. Cela doit etre fait en coherence avec Taction de G, done on doit 
prendre en compte l'holonomie en chaque point P du diviseur, i.e le couple (H, x), forme du stabilisateur de P , et du caractere 
local de Taction de H sur Tespace cotangent en P (§ 2.2.1). Dans une numerotation des points de D les points de meme rang 
doivent avoir une meme holonomie. 
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Lemme 4.14. Si n : C — > S est une combe stable marquee par le diviseur G-invariant D = J2iLi 
avec S connexe. Les kG-modules H°(C S , u>c 3 (D s )® m ) sont independants de la fibre geometrique C s , 
s E S (m > I). 

□ 

Supposons d'abord la fibre C s lisse. La suite exacte canonique 

i 

avec Np^s) — T£ p.( s y montre que le G-type (section 2.1) etant suppose connu, alors les representations 
de Hurwitz H°(C S , w®™) sont elles aussi connues. II en est done de meme pour la donnee de ramification, 
evaluee le long des fibres non singulieres. Pour tout sous-groupe cyclique H de G, considerons le diviseur 
de Cartier relatif Fix(H)h or (Proposition 4.8). Le corollaire de cette proposition montre que le degre 
d de ce diviseur est egal a d — d\ + 2d 2 avec 

J d\ = Card (nombre des points fixes de type (/)) , . 

\d 2 = Card (nombre des points fixes de type (III)) 

Ce degre coincide avec f(H), fonction introduite dans la proposition 4.3. De sorte que l'argument 
combinatoire invoque dans cette proposition conduit clairement a un resultat identique. Pour l'enoncer, 
posons g(H) = gi(H) + 2g 2 (H), avec 

gi(H) = Card (points fixes de type (/) de stabilisateur H) , . 

g2{H) = Card (points fixes stricts de H de type (III)) 

de sorte que g(H) est constant le long des fibres geometriques, qui plus est, totalement determine par 
la donnee de Hurwitz, conjointement avec le G-type de D. 

Introduisons quelques notations. Fixons une fibre geometrique que nous noterons pour simplifier 
C, les points marques seront notes Pi, de sorte que D = Yli^i- Soit b\ le nombre d'orbites singulieres 
(points de type I) contenues dans les points marques {Pi} i.e. dans D; noter que ce nombre est fixepar 
le G-type de D, et independant de la fibre. Soit aussi b 2 le nombre d'orbites singulieres (points de type 
(/)) disjointes de D. Ce nombre depend de la fibre choisie; on a b = b\ + b 2 si la fibre est non singuliere. 
Soit enfin s le nombre d'orbites constitutes de points de type (III), a isotropic diedrale. 

Le resultat suivant etend le theoreme 4.12 aux courbes stables marquees, fournissant ainsi une 
explication a la coalescence eventuelle des points de ramification, cela en fonction des conditions initiales, 
de marquage, et la donnee de ramification. 

Soit 7r : C — > S une courbe de base connexe, le lieu de lissite de ir etant suppose partout dense, 
de la sorte une quelconque fibre est specialisation d'une fibre non singuliere. La donnee de ramification 
est ainsi definie. Dire que le G-type de D contient la donnee de ramification a alors un sens. 
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Theoreme 4.15. Sous les hypotheses precedentes, done le groupe G agissant stablement sur la courbe 
stable marquee ir : C — > S, on a le long des fibres geometriques l'egalite 

b = b l + b 2 + 2s (4.27) 
Preuve: Montrons en premier que pour toute fibre, on a l'egalite relative a la fonction g (4.26): 

»-5agE(c-4»)«<*) 

La somme est limitee aux sous-groupes cycliques. Comme g(H) ne depend pas de la fibre, il suffit 
de verifier cette egalite pour une fibre non singuliere, dans ce cas b represente le nombre d'orbites 
singulieres de la fibre. On peut alors ecrire b = J2 Hj L t b^, avec bn egal au nombre de ces orbites telles 
que le stabilisateur d'un de ses points est dans la classe de conjugaison de H. Soit to une telle orbite; 
le nombre de points de to de stabilisateur H est egal a ^^dH^ > d'ou: 

On peut ainsi ecrire (4.27), la somme portant maintenant sur les classes de conjugaison, notation (— ) 

la derniere somme portant elle sur les sous-groupes, et non sur les classes de conjugaison. Supposons 
maintenant la fibre singuliere, avec s-orbites de type (III)- En substituant a g(H) l'expression (4.26), 
on trouve 

b = c^g E^ardtf)^) + ^ £ (Card*)* (B) (4.29) 

II est clair que le premier terme de la somme de droite est egal a b\ + 62. Reste a prouver que le second, 
qui ne fait intervenir que les sous-groupes d'ordre deux, conduit a: 

CardG.s = 2| £ g 2 (H) 

\H,CaidH=2 

Dans ce but, on ecrit s = J2m>i s ™' ou s ™ est ^ e nom bre d'orbites a groupe d'isotropie D TO . Soit to une 
orbite a groupe d'isotropie D m ; notons g2,u>(H) le nombre de points fixes stricts de H contenus dans lo. 
Dans la somme ^2 H c aTdH=2 92,u>(H) un point est en fait compte m fois, car D m contient m reflexions. 
Cette somme vaut done mCardw = m c y d G = Ca ^, d G ; alors 

£ g 2 (H)= s m92^ m (H) (4.30) 

_ff,CardH=2 H,m>l 

uj m designant une orbite avec isotropic D m . En reportant (4.30) dans la relation qui precede, on obtient 
aisemment le resultat. 

□ 

Corollaire 4.16. Les hypotheses du theoreme 4.15 etant conservees, supposons en outre que le G-type 
du marquage {Pi} contienne la donnee de ramification. Alors pour toute fibre geometrique s = 0. En 
d'autres termes, il n'y a pas d'orbite a isotropie diedrale. 

Preuve: En effet on a b = bi . 

□ 
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5. Deformations des revetements moderement ramifies 



5.1. Deformations equivariantes des courbes 

5.2.1. La deformation universelle 

On decrit la deformation formelle universelle d'un revetement galoisien moderement ramifie tt : 
C — > B = C/G. On notera B la courbe quotient pour eviter tout connit avec le diviseur D qui 
marque la courbe). Dans ce contexte la theorie des deformations se simplifie de maniere substantielle 
(comparer avec [12]). Les seules contributions locales a la deformation verselle viennent des points 
doubles et des points marques, points de ramification exceptes, car la ramification etant moderee, ceux- 
ci n'apportent aucune contribution au foncteur des deformations. On comparera ensuite la deformation 
formelle verselle equivariante de la courbe marquee C, a la deformation formelle verselle de la base B 
marquee par les images des points exceptionnels de C. 

On fixe une courbe stable marquee (C, {Pi}i=i,...,N) munie d'une action du groupe G. II n'est 
pas necessaire a ce stade de preciser la maniere dont les points marques Pi sont traites, c'est-a-dire, 
ordonnes, ordonnes par paquets, ou pas. Le diviseur D = Pi est suppose G-invariant, contenant les 
points de ramification. Dans ces conditions on sait qu'une deformation formelle verselle existe, et qu'elle 
est universelle du fait de l'absence d'obstructions. Pour une discussion plus precise voir Bertin-Mezard 
([12],§3). 

On peut presenter le foncteur des deformations de la maniere suivante. Considerons un relevement 
de la courbe marquee (C, {Pi}), avec oubli de Taction de G, a une fc-algebre locale artinienne A de 
corps residuel k (une VF(fc)-algebre si la caracteristique p de k est positive). Cela signifie qu'on a une 
courbe C au dessus de A, plate sur A, marquee par des sections que nous noterons encore {Pi}i=i,...,N- 
La donnee contient aussi un isomorphisme 

j:C^C®k (5.1) 

tel que Pi o j soit le point marque initial P t de C, ceci pour tout indice i, 1 < i < N. La courbe C 
etant supposee stable marquee, et done sans automorphisme infinitesimal, si Taction de G se releve a 
C, ce relevement est alors unique [20]. Deux relevements sont dits equivalents, s'ils sont isomorphes 
par un isomorphisme qui releve Tidentite. On notera finalement D{A) Tensemble des deformations, 
i.e. des classes de relevements de (C, {Pi}) a A; une classe etant notee [(C, {Pi}, j)]. On etend comme 
d'habitude le foncteur des deformations a tout anneau local noetherien complet qui est une fc-algebre 
( resp. une TF(Zc)-algebre). Le groupe G opere sur le foncteur des deformations de la maniere evidente 
suivante. L'action de a G G sur [C, {Pi}, j] est 

a[C,{P l },j] = [C,{P},joa- 1 } (5.2) 

Avec ces definitions, la deformation [C,{Pi},j] est un point fixe de Taction de G si et seulement si 
il existe un A-automorphisme S de la courbe marquee (C, {Pi}) qui releve a, e'est a dire tel que 
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£ o j = j o a. Ce relevement est unique et definit ainsi un relevement de Taction deGa (C, {Pi})- On 
observe done que le foncteur des deformations equivariantes Dq est exactement le foncteur des points 
fixes relativement a Faction (5.2) de G sur le foncteur des deformations D. II est bien connu que le 
foncteur des deformations D de la courbe C est effectivement pro-representable et formellement lisse 
[20], [40]. La deformation universelle de la courbe pointee (C, {Pi}) a done pour base le spectre d'une 
algebre de series formelles en 3g — 3 + N variables 

Rver = W(k)[[t ll ... t 3g _ 3+N ]], (g = genre de C) (5.3) 

La theorie cohomologique qui gouverne le foncteur D est Ext£, c (O^, Oc(— J2i Pi))- On sa ^ <l ue 
Ext^j (fijj, Oc{— J2i P)) = 0) e * Q ue 1'espace tangent s'identifie canoniquement a 

D(k[e])=Ext 1 0o (n 1 c ,O c (-J2 P M ( 5 - 4 ) 

i 

Dans le cas equivariant, le foncteur Dq des classes de deformations equivariantes etant le foncteur 
des points fixes, et comme par ailleurs l'ordre de G est inversible dans k, la theorie cohomologique 
qui gouverne Dq est particulierement simple (comparer avec ([12], §3.1)), e'est le groupe des Ext 
equivariants 

Ert' 0o , G (n c ,Oc(-J2 P ^ ~ Ext^ c ,(^,O c (-^P l )) G (5-5) 

i i 

On a ainsi Ext e , c q(Qq, Oc{— Y2i p i)) = 0' u n 'y a done pas d'obstructions au relevement infinitesimal, 
et 1'espace tangent est 

D G (k[e]) = Ext'oJ&cOci-YsP)) ( 5 - 6 ) 

i 

En consequence, la deformation universelle G-equivariante se deduit de la deformation universelle C — > 
Spec(i?) = B de (C, {Pi}), simplement par restriction au sous schema ferine B des points fixes, done 
C G =Cx B B G . 

L'absence d'obstruction pour le probleme equivariant signifie que B G est formellement lisse, done 
est aussi le spectre d'une algebre de series formelles. Pour etre plus precis, rappelons la forme du 
discriminant dans la deformation universelle C — > B de C — > B [20]. Notons pour cela xi,...,Xk les 
points doubles de C. Par localisation en Xi, on obtient un morphisme 

fc 

Ext^ c (Oj 7 ,O c (-^P l )) - n^k/^A,) (5-7) 

i i — 1 

qui represente l'application lineaire tangent au morphisme de localisation en le fc-uplet des points 
doubles Xi. Cette application est surjective, et pour tout i 

dimExtL (h CiXi ,d Xt ) = l (5.8) 

Choisissons des coordonnees t\, . . . , ^33-3+ at sur la base B, numerotees de telle sorte que si 1 < i < k, 
U soit le parametre induit par la deformation verselle du point double Xi. Le discriminant de la 
deformation universelle, e'est a dire le lieu parametrant les fibres singulieres, a done pour equation 

ti...t fc = (5.9) 

Si on retourne a la situation equivariante, on voit que Taction de G est lissifiable, si et seulement si la 
fibre generique de la deformation universelle C G — > B G est lisse, done si B° n'est pas inclus dans le lieu 
discriminant (5.9). La traduction de cette condition donne le resultat suivant (comparer avec Ekedahl 
[27]): 
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Theoreme 5.1. L'action de G sur la courbe stable marquee (C, {Pi}i<i<N) admet une deformation 
equivariante non singuliere si et seulement si Faction de G est stable dans le sens de la definition 4.4. 

Preuve: Notons que les points marques sont sans effet sur la stabilite de l'action, vu que celle-ci 
ne porte que sur l'isotropie aux points doubles. On peut done les ignorer de maniere provisoire. Soit 
X l'ideal de B° dans l'anneau R = k[[ti, . . . , £36-3+ jv]] = Cg, et soit M l'ideal maximal de R. Posons 
par ailleurs 

w l = ExtL (o^,a Xi r , v = E X t i 0o (n i c,o c (-Y, p i))* ( 5 - 10 ) 

x i 

I 

L'application (5.7) transposed donne un morphisme G-equivariant 

k 

W = \\Wi^V (5.11) 

i=l 

Decomposons l'ensemble des points doubles en G-orbites {x\, . . . , Xk} = LL=i ^Vji Vj = x ij de sor te 
qu'au niveau des G-modules, on a ® x . &Gy . Wi = IndjJ. (W^), (Hj = G Vj ). Soit Xj £ Hj l e caractere 
attache a Taction de Hj sur W ij . Soit la decomposition du G- module V enV = V G © Vq, les notations 
etant les notations usuelles, alors l'ideal 1 est engendre par Vg- Des lors la condition a verifier est 
la suivante: pour tout indice i, U §t Vg, condition equivalente a Ind§.(Wi.) G 7^ 0, ou encore par 

H ^ 

reciprocite de Frobenius, W i . 1 7^ 0. Finalement la condition s'exprime par Xj = 1 pour 1 < j < s. 
Pour en faire la traduction, il est commode de passer a l'anneau local complete O = O yj du point 
double yj. On a la resolution libre de Q^: 

— > I/I 2 — > Odx ® Ody — > fij, — > 

011/ = (xy)), la fleche de gauche etant definie par xy \— > xdy + ydx (mod I). On en tire Identification 
standard 

Ext^(0^,C) = Horn (/ / 1 2 , O) /Horn (Odx® Ody, O) (5.12) 

L'application (ft : I/I 2 — > O, 4>(xy) = 1 est un element non nul de cet espace vectoriel. Soit a £ H = 
Hj; si a fixe les branches, on peut supposer que les coordonnees sont choisies de telle sorte que 

a(x)=ax + a(y) = /3y + . . . 

On a a(4>) = af3c/>, de sorte que la condition s'exprime alors par afi = det(cfo-) = 1. S'il y a echange des 
branches, on peut dans ce cas supposer que <j(x) = ay + . . . , cr(y) = fix + . . ., de sorte que dans ce 
cas la condition est encore aj3 = 1 , soit det(dcr) = —1. On retrouve bien de la sorte la condition de 
stabilite de la definition 4.4. 

□ 

Dans la suite, nous noterons C — > B la deformation universelle equivariante de la courbe stable 
marquee (C, {Pi}), oubliant a partir de maintenant l'exposant G dans les notations. On pourra supposer 
que les points (Pi, • • ■ , P s ), (s < N) sont les points de ramification. La base notee B est done le spectre 
d'une algebre de series formelles sur k, ou W(k) selon les cas. Si le nombre d'orbites de points doubles 
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est d, alors on peut choisir des variables ti, . . . ,t M , de sorte que t\, . . . , t d correspondent aux parametres 
de deformation des points doubles. L'equation du discriminant est alors t\ . . . tj — 0. II est facile de 
voir que l'espace tangent (5.6) s'insere dans une suite exacte 

o Hh(c, e c (- p j)) — Ext^ ;G (o^ o c (- £ m — 

d ' ' (5-13) 

1=1 

ou dans cette suite exacte, on a fait le choix d'un point X{ dans chaque orbite singuliere, et Hq(—) 
designe la cohomologie equivariante ([12] , §3). On note comme d'habitude ir^ le fonteur T h-> 7r*(^ r ) G ; 
onprouve facilement que Hq(C, @c(— J2j Pj)) — ff x (C /G, tt+(@c{— S^j')))> n °ta n t toujours n : C — > 
B = C/G le morphisme quotient. On observera que dans le terme de droite de la suite exacte (5.13), 
le stabilisateur G Xj est omis en exposant, du fait que par la condition de stabilite, il agit trivialement. 
On en tire la dimension 6 , soit dim(i?) — M — 3g' — 3 + b + r, ou g' est le genre de C/G, b est le degre 
de la donnee de ramification (d'une deformation lisse), et r est le nombre d'orbites de points marques 
a isotropic triviale. Si r = 0, done si le diviseur de marquage est exactement le diviseur de ramification 
(reduit), alors on voit que la dimension de l'espace tangent est identique a celle correspondante au 
probleme sans marquage. Comme application du theoreme 5.1, notons le resultat suivant: 

Proposition 5.2. Soit A un anneau de valuation discrete complet de corps residuel k algebriquement 
clos, et de corps des fractions K. Soit C — > Spec/1 une courbe stable marquee par les points {Pi}f = \, de 
fibre generique lisse. On suppose la fibre generique Ck munie, d'une action du groupe G. Alors Faction 
de G s'etend de maniere unique en une action stable sur (C, {Pi})- 

Preuve: Du fait de l'unicite du modele stable marque C de Ck, Taction de G se prolonge de 
maniere unique, et done G s'etend en un groupe d'automorphismes de C — > Spec (A). Le seul point 
non evident est que Taction de G sur la fibre speciale C = C <8> k est stable. Pour le voir, soit £ — > 
Spec(i?) la deformation universelle equivariante de la courbe marquee C. L'absence d'automorphismes 
infinitesimaux justifie Texistence d'un morphisme unique u : R — > A tel que C = £ ®^ A. Soit x = X{ 
un quelconque point double de C, alors T anneau local complete de C en x est de la forme 

O e , x = A[[X,Y]]/(XY-a), (a e M A ) (5.14) 

Les hypotheses en vigueur i.e. Ck lisse en particulier exigent a^O. II en decoule que x doit se deformer 
dans la deformation universelle de C, done que le parametre t — t% qui mesure la deformation de x 



^ Une maniere d'obtenir ce resultat est de calculer dim (C j G , 7T^(€)c( — ^j )))" ^ es ^ une cour t ,e prestable 
de composantes normalisees C a (1 < a < d), et si 1q • Cq * G est le morphisme canonique, on verifie facilement que 
@C = ia,*(@C a ( — ^ P-j ) , les points Pj etant les origines des branches sur la composante C a . Cela rame ne le calcul a 

un simple calcul de dimension sur une courbe lisse. Appelons pour toute composante Dp de C/G, Vfj le nombre des images des 
origines des branches de type III, et Ifj le nombre de points de branchement situes sur Dfj. La conclusion vient de la relation 
b = Vf-j + Ifj, identique a la relation b = T + 2s (Theoreme 4.15). 
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dans la deformation universelle non equivariante, doit avoir une restriction non nulle a Spec(i?). La 
preuve du theoreme 5.1 montre que cette condition, exprimee en chaque point double, revient a dire 
que Taction de G est stable. 

□ 

5.2.2. Stabilite de la courbe quotient 

On conserve les notations de la section precedente. Soit (C, {-Pi}i<i<jv) une courbe stable marquee, 
equipee d'une action stable du groupe G. En particulier le diviseur D = £. Pj est G-invariant. On 
suppose que les stabilisateurs des points doubles ne sont pas diedraux, excluant les points fixes du type 
(III) (voir 4.3). On verra comment ramener la situation generate a cette condition. Soit le quotient 
7r : C — > B = C/G, de sorte que B est prestable (proposition 4.3), marquee par les images {Qj}i<j< r 
des {Pi}. On supposera que les points de ramification, qui sont tous lisses par hypothese, sont inclus 
dans les points marques. II n'y a aucune perte de generalite car les points de ramification sont des 
points marques d'office. On a done b < r, b etant le nombre de points de branchement. Notons la 
remarque elementaire suivante: 

Proposition 5.3. 

i) Sous les hypotheses precedentes, la courbe quotient (B, {Qj}i<j< r ) est stable marquee. 

ii) Reciproquement, si Pi,...,P m sont les points de C d'images Qi, ■ ■ ■ ,Q r , alors la stabilite de 
(B, {Qj}i<j< r ) implique la stabilite de (C, {Pi}i<i< m ). 

Preuve: i) Soit £ = {Qj}i<j<r, l'ensemble des points exceptionnels. On doit verifier la condition 
de stabilite (definition 4.4), done si A est une composante de B, A = P 1 , alors 



Soit r une composante de C d'image A. Comme Taction de G est supposee sans inversion de branches, 
T est non singuliere. Notons H le stabilisateur de T. Si Q G 5 est un point double de E, necessairement 
Q est Timage d'un point double P G C, situe sur T. Si P' est un second point double d'image Q, il y a 
un element g G G tel que gP = P' . Mais A etant non singuliere, on doit avoir g G H et ainsi les points 
doubles de S situes sur T correspondent bijectivement aux il-orbites de points doubles de C situes sur 
T. Distinguons plusieurs cas: 

i) Le genre h de T est non nul. Soit t > 1 le nombre de points de branchement du revetement 
r —> A = T/H; notons e\, . . . ,et les indices de ramification respectifs. Si Cardiff = N, la formule de 



Riemann-Hurwitz donne 2h-2 = -2N + N (£- =1 (l - j-)) , en particulier = *-2-£* =1 j- > 0, 



done t > 3 et la condition de stabilite est satisfaite. 

ii) Le genre h est nul. On peut supposer que, avec les notations precedentes, t < 3. Si t — 2, alors H est 
cyclique et opere sur T = P 1 avec deux points fixes. La courbe C etant stable marquee, T contient au 
moins un point parmis les points doubles de C, ou parmis les points {Pi} hors les points de ramification. 
La condition de stabilite est encore satisfaite. Reste pour conclure a examiner les deux cas: A est une 
courbe rationnelle avec un point double, et A est non singuliere de genre un. Dans ces deux cas, la 



(# points doubles de B G A) + #(A n £) > 3 



(5.15) 
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conclusion, immediate, est laissee sans verification. 

ii) La preuve reprend les memes arguments que i) i), nous l'omettons. 

II est necessaire a ce stade de clarifier le statut des points de ramification parmi les points marques. 
Rappelons que par convention (voir section 4.2) la courbe C est marquee par un diviseur G-invariant, 
suppose contenir les points de ramification. On peut done legitimement demander de quelle maniere ces 
points participent effectivement a la stabilisation de la courbe. Dans la suite, on fera systematiquement 
l'hypothese que dans un revetement C — > B, la courbe C etant marquee par les points Pi, ... , Pn, alors 
Pi , . . . , P m sont les points de ramification (done m < N). 

Lemme 5.4. Soit comme ci-dessus une courbe stable marquee (C, {-Pj}i<j<jv) supportant une action 
stable de G. La courbe (C, {Pi} m +i<i<N) (on omet les points de ramification) est stable marquee 
(stable si N = m) si et seulement si C n'a pas de composante non singuliere rationnelle T telle que, 
notant r\ le nombre des Pi, m + 1 < i < N , situes sur T, et H le stabilisateur de Y, alors on n'est pas 
dans l'une ou 1 'autre des situations suivantes: 

i) La courbe T contient un seul point double de C, H ^ 1 et n = 0. ii) La courbe T contient 
deux points doubles de C, H ^ 1 est diedral, et r\ = 0. 

Preuve: II est clair que la non stabilite est consequence de l'existence de composantes T = ¥ , 
telles que si fi est le nombre de points doubles de C situes sur T, alors ^ + rj < 2. On peut exclure le 
cas trivial /U = 0, et supposer fx > 1. 

Supposons fjL—1. La stabilite initiale de la courbe permet d'exclure le cas H — 1, n < 1. Si maintenant 
H ^ 1, H est necessairement cyclique et si p G T est le seul point double de C sur T, on a Hp = p, et 
H doit avoir un second point fixe p' € T. La stabilite est mise en defaut que si r\ = car dans le cas 
contraire, H etant non trivial, on a rj > 2. 

Supposons maintenant [i = 2 et r\ = 0. Soient p, q les deux points doubles de C situes sur T. Si 
p €" Hq, alors Hp = p, et Hq = q, et H est alors cyclique. Ce cas est exclu par la stabilite initiale. 
Si maintenant q G Hp, le sous-groupe H a une orbite a deux elements sur T, il est done en vertu de 
la nature des groupes finis de transformations homographiques, cyclique ou diedral. Si H est cyclique, 
alors Cardie = 2 par la stabilite de Taction, et ce cas rentre dans le cas diedral. Done finalement, 
le seul cas pour lequel les points de ramification contribuent a la stabilite intiale de la courbe est 
H — B>i, I > 1, fi = 2, et r) = 0, ce qui prouve le lemme. 

□ 

Dans le cas N = m, done si le marquage initial {Pi} est exactement l'ensemble des points de 
ramification, alors seul le point 2) du lemme 5.4 peut arriver; dans ce cas, apres stabilisation de la 
courbe [48], [53], voir aussi §6.4.1, on tombe sur un point double a isotropic diedrale. 

5.2.3. Deformations, versus deformations du diviseur de branchement 

On souhaite comparer les deformations universelles respectives de la courbe (C, {Pi}i<i<N) mu- 
nie de Taction de G, avec celles de la base (B, {Qj}i<j< r ). Les points doubles de la base B, qui 
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correspondent aux G-orbites de points doubles de C, contribuent individuellement par un parametre 
independant, cela dans les deux deformations universelles. Notons {y\, . . . , yd} les points doubles de B; 
soit alors > 1 l'ordre du stabilisateur, cyclique par hypothese, d'un point au-dessus de y^. Le passage 
au quotient par G commute avec un changement de base arbitraire (Proposition 4.3), il est alors clair 
que le morphisme ir : C — > B = C/G induit un morphisme entre les foncteurs de deformations 

cfrr : D( C ,G,{Pi}) — > D {By{Qj}) (5.16) 

On a finalement le resultat important suivant, qui peut etre compare avec l'interpretation en termes de 
log-structures donnee dans [44], [55], [67]. II dit en substance que pour avoir un espace de deformations 
formelles d'un revetement non galoisien formellement lisse, il faut deformer simultanement la cloture 
galoisienne. 

Theoreme 5.5. On peut choisir des systemes de coordonnees (t\, . . . , td, . . . 

■ ■ ■ j Hg'-z+r) et (ri, . . . , Td, ■ ■ ■ , T 3 g'_ 3+r ), respectivement sur les bases des deformations universelles de 
(C, G, {Pi}) et (B, {Qj}), de sorte que le morphisme dn est donne relativement a ces coordonnees par 

dTT* : W(k) [[ri , . . . , T d , • . • , T 39 >_3+r]] — > W(k) [[h ,...,t d ,..., V-3+r)]] (5-17) 

avec (dir)*(Ti) = t ei si 1 < i < d, et (dir)*(Ti) = ti si i > d. 

Preuve: On sait, voir la suite exacte (5.13), que la base de la deformation equivariante universelle 
admet d'une part une contribution venant des deformations localement triviales autour des points 
doubles, c'est-a-dire au niveau de l'espace tangent le sous-espace vectoriel Hq(C, Qc(— Yli -f*i))> e * 
d'autre part une contribution de dimension un apportee par chaque orbite de points doubles. L'action 
du groupe etant stable et sans isotropie diedrale, la proposition 4.10 montre que la premiere contribution 
apparait de maniere identique dans le foncteur des deformations de (B,{Qj}). Seule la contribution 
des points doubles differe dans les deux foncteurs. Au niveau des espaces tangents, cela correspond au 
diagramme suivant: 

o^(s,e B (-EQ,))-Ext^(^,o B (-E J Q,))-n j tiExtk (h d ,o^) 

Cela ramene a comparer par le principe local-global ([12] thm 3.3.4) les foncteurs de deformations 
locaux, c'est-a-dire pour un point double. Supposons done maintenant que x G C un point double 
d'image y G B. On suppose que le stabilisateur de x est H = Z/eZ, et que a en est un generateur, qui 
agit le long des branches au point x, relativement a des parametres convenablement choisis, par 

aX = (X , oY = 

C etant une racine primitive d'ordre e. La deformation verselle equivariante du point x est, du fait 
de la stabilite de Paction (voir la preuve du theoreme 5.1), representee par k[[X, Y, X]]/(XY — A) (on 
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remplace k par l'anneau des vecteurs de Witt W(k) dans le cas d'inegales caracteristiques). De maniere 
analogue, la deformation universelle du point double y est representee par k[[U, V, fj]]/(UV — n), ou 
U = X e , V = Y e . Le morphisme dn correspond alors a 

k[[U, V, u]]/(UV - A) — > k[[X, Y, \}}/(XY - A) (5.18) 

avec d-ir(U) = X e , dn(V) = Y e ,dTt(fi) = A e . Le resultat en decoule. 
□ 

5.3. Modele stable marque d'un revetement 

Pour un revetement C — > B = C/Gona essentiellement deux definitions de la stabilite. La 
premiere definition revient a imposer la stabilite de C, jointe a celle de Taction (Definition 4.4). La 
seconde plus flexible a certains egards, revient a demander a cote de la stabilite de Taction, la stabilite 
de C marquee maintenant par un diviseur G-invariant contenant les points de ramification. Le cas non 
galoisien sera traite dans la section 6.6. 

Avec Tune ou Tautre de ces deux definitions, on est en mesure de formuler un theoreme de reduction 
stable. Fixons un anneau de valuation discrete complet R, de corps des fractions K, et de corps residuel 
k, suppose algebriquement clos. Donnons nous un revetement 7r : Ck — > B K , separable, les courbes 
etant supposees lisses connexes. Si la caracteristique de K est p > 0, on suppose que p ne divise pas 
Tordre du groupe de monodromie. Sous ces conditions on s'attend a ce que le revetement donne, defini 
sur le corps K, se prolonge de maniere unique, apres extension de degre fini eventuelle de R, en un 
revetement stable (resp. stable marque) it : C — > B. On notera cependant, qu'en general, on ne peut 
pas prendre pour C et B les modeles stables respectifs. La clarification viendra de la remarque que la 
seule difficulte provient des isotropies diedrales (eventuelles) dans la cloture galoisienne. La definition 
suivante est essentiellement la notion de stabilite utilisee par Harris-Mumford pour compactifier le 
schema de Hurwitz "classique" [35], [40], [42]. 

Definition 5.6. Soit un revetement entre courbes prestables tt : C — > B = C/G, galoisien de groupe 
G, au dessus de la base S. II est dit stable, mieux stable marque (ou HM-stable), si d'une part Faction 
de G est stable (Definition 4.3), et si d'autre part la courbe C/S est stable marquee par les points de 
ramification. 

Noter que la courbe etant marquee par les points de ramification, cela signifie en particulier que 
les points de ramification sont toujours non singuliers, il n'y a done pas de points a isotropie diedrale 
(points de type III) (cor 4.16). Sous ces hypotheses on sait aussi que la courbe quotient B est stable 
marquee par les points de branchement (Proposition 5.3). La variante du theoreme de reduction stable 
s'enonce alors, la stabilite etant prise dans Tun ou Tautre des deux sens (Def 4.4 , Def 5.6): 



49 



Proposition 5.7. Soit S = Spec(-R) le spectre d'un anneau de valuation discrete complet, de corps 
des fractions K, et de corps residuel k. Soit donne un revetement galoisien ir : Ck — * Bk entre courbes 
lisses connexes definies sur K, et de groupe de Galois G. Si CardC est inversible dans R, alors apres 
extension finie eventuelle de R, le revetement admet un modele stable unique tt : C — > B. 

Preuve: C'est simplement une reformulation de la proposition 5.2. En effet celle-ci entraine 
comme consequence directe du theoreme de reduction stable (resp. stable marque), que si on considere 
le modele stable (resp. stable marque) C de Ck, alors Taction de G s'etend stablement a C. 

□ 

Remarque 5.1 On notera qu'on ne peut, sauf si la donnee de Hurwitz l'interdit, exclure a 
priori les points doubles a isotropie diedrale dans la reduction stable (non marquee) C d'un revetement. 
Pour eliminer ces points il faut stabiliser la courbe C au moyen des points de ramification, c'est a dire 
deployer ceux qui sont localises en les points doubles de type III, et ainsi aboutir au modele stable 
marque. Illustrons cette procedure bien connue. Soit C = Ck la fibre speciale; soit aussi P £ C un 
point double de C d'epaisseur k > 1, done Oc P = R[[X,Y]]/(XY — a), avec a £ Mr de valuation k. 
Si k > 2, P est un point singulier de la surface normale C, de type A^-i- II est dans ce cas bien connu 
qu'on resoud cette singularite par [|] eclatements successifs de l'ideal maximal (par exemple [20]). Le 
graphe de la fibre exceptionnelle correspondante etant une chaine de [k — l)-droites projectives, chaque 
brin etant de self-intersection —2. 




Pour rendre a chaque etape la procedure d'eclatement equivariante on eclate en fait chacun des 
points de l'orbite de P. Soit H = D m le stabilisateur de P, et supposons ce groupe engendre par a et 
t agissant sur les branches en P par ax = , ay = (^ 1 y et tx = y, pour une certaine racine m-ieme 
de l'unite. Distinguons deux cas selon la parite de k. 
• k pair 

Si k > 4, l'eclatement des points de l'orbite de P produit au dessus de chacun de ces points, une 
paire de courbes rationnelles se coupant en un point de type Afc_ 3 . II est facile de voir que ce point 
reste a isotropie D m , les transformers strictes des branches en P etant par contre separees et coupant 
respectivement les deux composantes du lieu exceptionnel en deux points a isotropie cyclique. Noter 
que la stabilite de Taction est preservee. 
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Apres | — 1 eclatements ponctuels on arrive finalement a un point d'epaisseur deux, et d'isotropie 
diedrale D m . Un dernier eclatement produit une courbe E = P 1 , et resoud la singularite Ak-i initiale. 

• • • / 

II est immediat a ce stade que les stabilisateurs sont tous cycliques, Taction de H sur la composante 
E, de parametre t, etant Taction standard at — (t, rt — t~ x . Notons que la courbe obtenue n'est pas 
stable marquee; pour obtenir cette condition on doit contracter les deux chaines de longueur | — 1 de 
part et d'autre de E, conduisant a la situation 




oil les points Pi et P 2 sont des points singuliers de type Ah. Les points fixes de H sur la com- 

2 

posante E maintenant stabilisent la courbe. 
• k impair 

Dans ce cas, on resoud le point singulier par une suite de [-|] eclatements. On doit noter que le 
point d'intersection des deux brins qui proviennent du dernier eclatement est encore a isotropic diedrale 
H = D m au contraire du cas k pair. 




L'eclatement de ce dernier point (regulier) conduit a une composante exceptionnelle rationnelle E. 
Supposons le point donne par Tequation xy — z = 0; on peut prendre pour parametre sur E, t — |, 
Taction de H etant alors donnee par at = Q 2 t , rt = La stabilite de Taction impose m impair, ce qui 
nous ramene a une situation identique a la precedente. Par contraction des deux chaines de longueur 
[|] de part et d'autre de la courbe centrale, on arrive au modele stable marque. La construction montre 
clairement Tunicite du modele stable marque. 

Remarque 5.2 On conserve les hypotheses du theoreme 5.7. Soit un revetement galoisien 
7r : Ck — * Bk, defini sur K, de groupe de Galois G. 

• II est facile de voir que si C admet un modele stable C sur R, alors B possede un modele stable 
B sur R et tt se prolonge en un morphisme, non necessairement fini, C — > B. Soit en effet le modele 
stable C — > B' du revetement n : Ck — > B K (Theoreme 5.7); la preuve donnee montre en fait qu'un tel 
modele existe sur R. La courbe quotient B' est alors stable marquee par les points de branchement. Le 
procede de stabilisation de Knudsen [48] conduit a un morphisme B' — > B, oil B est le modele stable de 
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B, done defini sur R. II est par ailleurs clair que le morphisme compose C — > B' — > B factorise par la 
stabilisation C de C. On notera que meme si C = C, en general B' ^ B\ l'egalite n'est realisee que si le 
revetement generique est etale. 

• Sous les memes hypotheses, supposons maintenant que Bk possede un modele lisse sur R (Bk a 
bonne reduction sur R) , et soit D C B un diviseur de Cartier relatif etale sur R. On suppose que Dk 
est le diviseur de branchement de tt : Ck — > Bk- Alors sous ces conditions, Ck a bonne reduction 
sur R, plus precisement, C etant le modele lisse de Ck sur R, le revetement generique se prolonge en 
un revetement 7r : C — > B de lieu de branchement D. On prouve cela de la maniere suivante: soit une 
extension finie galoisienne L/K de groupe de Galois /, relativement a laquelle Ck, equipee de Taction 
de G, acquiert un modele stable marque C. Alors la courbe quotient B = C/G est le modele stable 
sur la normalisation de R de la courbe Bk marquee par les points de branchement. La lissite de Bk 
implique celle de Ck- Reste a prouver que C est en fait definie sur R. Pour cela notons que le theoreme 
5.5 montre que le foncteur des deformations G-equivariantes infinitesimales de Ck est isomorphe a celui 
de (Bk,Dk). Done si a G /, le modele tordu C a est une deformation formelle de Ck de quotient B et 
de discriminant D. On a done un isomorphisme unique C a = C, done en fait une donnee de descente, 
ce qui permet de descendre le modele C a R. 

On deduit facilement de cette remarque, par le raisonnement indique dans [29], le theoreme de 
S.Beckmann (loc.cit) qui montre que le corps des modules d'un revetement C — > B defini sur la cloture 
algebrique de K, et dont la base est definie sur K, a bonne reduction sur K, et est non ramifie en R si 
les points de branchement ne coalescent pas dans la fibre speciale. 

6. Champs de Hurwitz . 

On definit le champ de Hurwitz qui classifie les revetements, galoisiens ou non, entre courbes lisses 
de genres fixes, et a monodromie fixee. On construit le champ compactifie par addition des revetements 
stables. Le cas non galoisien est ramene au cas galoisien par un argument de cloture galoisienne. 

Un G-revetement galoisien stable tt : C — > D peut etre interprete comme induisant sur D, 
courbe stable marquee par les points de branchement, une structure additionnelle. Dans le langage 
de Abramovich,Vistoli, et al [1] cela equivaut a un morphisme D — > BG, la courbe D etant munie 
de sa structure d'orbifold, et BG etant le champ classifiant de G (§ 6.1). Par passage a la cloture 
galoisienne, on reduit la construction dans le cas general a celle classifiant les revetements galoisiens a 
groupe de monodromie G fixe. 

Une difficulte courante dans les problemes modulaires est que les objets, e'est a dire dans le cas 
present les revetements, ont en general des automorphismes permanents, par exemple ceux donnes par 
le centre de G. II est souhaitable de les eliminer pour arriver a une definition raisonnable du champ 
de Hurwitz. De cette maniere, le champ de Hurwitz est relie au champ M g > , n (BG) introduit par 
Abramovich Corti et Vistoli [1],[2],[3], par 7 

l[H g ,G,e//Z(G) = M g ,, n (BG) 

m 

7 On peut prendre cette description comme une definition. Dans ce cas les proprietes de ■M.g' n (BG) decoulent des 
proprietes correspondantes du champ de Hurwitz, developpees dans cette section. 
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Bien que des resultats generaux assurent l'existence des espaces grossiers de modules, appeles les espaces 
de Hurwitz, nous donnerons une construction projective directe de ces espaces grossiers en suivant la 
construction de M g par Gieseker [37]. La projectivite des espaces de Hurwitz conduit, si on le desire, 
a une preuve uniforme de la projectivite des M g>n , preuve qui se reduit essentiellement a M g . 

6.1. G-champs et champs quotients 

Pour la commodite du lecteur on rassemble une serie de definitions et constructions sur les champs 
algebriques utilisees dans la suite. Les details, operations dans une 2-categorie, sont dans [61]. Un 
champ M. est un champ de Deligne-Mumford au dessus d'un schema de base S. On rappelle que BG 
designe le champ classifiant du groupe (fini) G [51]. 

6.1.1. Quotient d'un champ par un groupe fini 

La definition d'un G— champ est comme suit [61]. Notons m : G x G — » G la multiplication de G, 
et e : Spec A; — > G l'element neutre. 

Definition 6.1. i) Une action de G sur M est un morphisme fi : G x M rendant 2-commutatif le 
diagramme 

GxG xM — "G x M 



lXfl 



H (6.1) 



G x M £ M 

En d'autres termes il existe un 2-morphisme (isomorphisme fonctoriel) a : fi.(m x 1) ^ /x.(l x fi), 
satisfaisant a une relation d'associativite d'ordre superieur, que nous n'ecrirons pas (voir [61], Definition 
1.3 i)). L'action est stride si a = 1. 

ii) Un morphisme de G-champs (M.,fi,a) — > (M',/J,',a') est une pake (/, a), avec f : M — > M' un 
morphisme de champs, et a : /i'.(l x /) — > f.fi un 2-morphisme verihant une relation de compatibilite 
avec a et a' (loc.cit in). 

On montre que tout G-champ est equivalent a un G-champ "strict" [61], ce qui permet de se 
limiter en principe a des actions strictes. Dans la suite cependant certaines constructions conduiront a 
des actions non strictes, qui seront rendues strictes par "strictification" (loc.cit proposition 1.5). Dans 
la suite l'indice sera souvent omis, on ecrira si x G M(U),gx pour l'image fi(g, x), et aussi gf : gx ^> gx' 
pour l'image de / : x ^ x' par g. Noter que par definition f*(gx) = gf*(x). 

Definition 6.2. Soient M, N deux G-champs. Un G -isomorphisme 4> : M — > M, est un G- 
morphisme f : M — > N qui est un isomorphisme de champs (equivalence de categories). II existe 
un quasi-inverse qui est un G-morphisme. 

Une action triviale est une action equivalente a Taction strictement triviale fi = pr 2 . On rencontrera 
la situation suivante que nous decrivons sans detail. Soit M. un G-champ, et soit H <\G un sous-groupe 
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distingue. Si la restriction de Taction a H est "triviale", la trivialisation etant compatible a Taction de 
G sur H par automorphismes interieurs, il en decoule une action de G/H sur M. On peut par exemple 
passer par une transversale de G modulo H. On notera que Taction construite peut ne pas etre stricte. 

De maniere plus explicite si / : M. — > M est un morphisme de G-champs, le 2-morphisme a est 
contraint par la relation de compatibilite g,g' G G: 

f(al g ,).al g ,=a9'*.ga*,.a'l g , (6.2) 

Si X est un G-schema, un G-morphisme X — > A4 est determine par un objet x G M.(X) G-linearise, 
done equipe pour tout g G G d'un isomorphisme a g (x) : gx —> 9*(x), les a g (x) etant contraints par 
une relation de cocycle 

oth g {x) = g*(a h (x)).h(a g (x)) (6.3) 

II est aise de voir que si p : M — > y, 11:7V— > y sont G-equivariants, alors le produit fibre M x p ,y, q M 
supporte une action canonique de G. Les G-champs forment une 2-categorie. 

Le champ quotient [Ai/G] du G-champ A4 par Taction de G est caracterise par une propriete 
universelle dans la 2-categorie des G-champs ([61], Definition 2.3). 

Definition 6.3. Le champ quotient [A4/G] est caracterise par le fait qu'j'i existe un G-morphisme 
(pour Faction triviale de G sur [A4/G]) A4 — » [Ai/G] qui au sens des 2-categories est universel pour les 
morphismes de but un champ avec action triviale de G. On montre (sous des hypotheses plus generales) 
que le quotient [M /G] existe en tant que champ algebrique. 

Si on se refere au cas M. represent able, on peut interpreter [M. /G] comme un champ de G-torseurs. 
Les sections de [M / G] au dessus de U sont les diagrammes 

f - E E -U (6.4) 

ou p : E — > U est un G-torseur, et le morphisme / : E — > A4 est G-equivariant (Definition 6.2). 
Les morphismes sont les morphismes de diagrammes, avec comme stipule, la 2-commutativite. Un 
morphisme est represente par un carre cartesien de G-torseurs 

E -E' 



U +U' 

Les G-morphismes companions / : E — > M, et /' : E' — > M etant augmentes d'un 2-morphisme 
$ : / f'h. Les objets qui definisent / et /' etant x G M(S) et x' G M(E'), le 2-morphisme $ est 
determine par 4> : x ^ h*(x'). La compatibilite aux actions de G se traduit pour tout g G G, par la 
relation de cobord 

g*^).a g (x) = h*(a g (x')).g<i) (6.5) 

Pour resumer ([61] Theoreme 4.1): 
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Theoreme 6.4. i) La categorie fibree en groupoides [M/G] est un champ algebrique, de Deligne- 
Mumford si M Vest. 

ii) Le morphisme M — > [M / G] est un G-torseur, qui genere un carre 2-cartesien 

S BG 

(6.6) 

M -[M/G] 

Hi) Le morphisme M — > [M/G] est un quotient categorique universel (au sens des 2-categories) . 

Hi) Si M a un espace grossier des modules M, G agit sur M, et Lespace algebrique M/G est un espace 

grossier des modules pour [M / G] . 

□ 

Dans (6.6) le morphisme [M/G] — > BG est celui qui a un objet (E — > U, /) du champ [M/G] 
associe le G-torseur E — > U objet de BG au dessus de U . Par exemple pour Taction triviale de G sur 
M, le champ quotient est M x BG. Soit H un sous-groupe distingue de G; il y a une action "naturelle" 
non stricte en general de G/H sur [M/H], d'ou on tire une equivalence [61] 

[([M/H])/(G/H)]^[M/G] (6.7) 

Du fait de la propriete universelle dont jouit le quotient, si $ : M — ► J\f est un G-morphisme, alors il 
induit par passage au quotient, un morphisme $ : [.M/G] — > M/G, le carre suivant etant 2-cartesien 

M 5 N 

(6.8) 

[M/G] 1 [M/G] 

Observons d'autre part que si P — > M est un atlas, alors le morphisme compose P — > M — > [M/G] 
definit un atlas de M/G. En sens inverse si Q — > [A'f/G] est un atlas de [M/G], alors la projection 
q : Q x M / G M — > M definit un G-atlas, i.e. un atlas muni d'une action libre de G, le morphisme q 
etant G-equivariant. 

La categorie des faisceaux coherents sur le champ quotient [M/G] s'identifie canoniquement a la 
categorie des G-faisceaux coherents sur M . Un G-faisceau coherent sur M se definit comme la donnee 
pour tout G-atlas P — > M, d'un G-faisceau T sur P , avec la compatibilite usuelle si P — > P' — > M est 
un G-atlas qui domine un autre G-atlas. 

Remarque 6.1 Supposons Taction de G sur M libre, c'est a dire libre sur les objets (gx ^ x si 
g ^ 1), et done sur les fieches. Sous cette hypothese on decrit le champ quotient comme suit. Soit le 
prechamp dont les objets sont les classes modulo G d'objets de M. Si x, y sont deux tels objets, un 
morphisme x — > y est represente par une classe de U Sjte GHom(sx, ty)/G. La composition se definit de 
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maniere evidente. Cela definit un prefaiseau, de sorte que le faisceau des morphismes de x vers y est le 
faisceau associe, c'est a dire le faisceau somme 

Hom(x,p) = U Sjte G hom(sx, ty)/G = UHom se cHom(D, sy) (6-9) 

II y a une obstruction a l'effectivite d'une donnee de descente d'objets au dessus de S, qui reside dans 
H 1 (S,G). En effet, soit (x~i,o~ij) un objet donne localement; il en decoule un element 6ij G G tel que 
(en notation exponentielle) <jj^ : X{ ^ Xj 6i - j . La condition de cocycle se resumant a 

8i,jOk,j-&j,i = <Jk,i, @i,jOj,k = Oi,k (6.10) 

La classe d'obstruction est la classe [Oij] G H 1 (S,G). Le champ quotient [M/G] s'identifie au champ 
associe a ce prechamp [51]. L'identification des deux constructions est immediate. 

6.1.3. 2- quotient M/ /G 

La seconde operation que nous aurons a utiliser est le 2-quotient (ou G-rigidification) A4//G, 
notation distinguant cette operation du 1-quotient defini au-dessus [2], [61]. Dans cette construction 
on suppose que pour tout objet x de M on a une inclusion (G un groupe fini) 

i x :G^Aut(x) (6.11) 

ou par commodite on notera g a la place de i x (g). On impose la relation de compatibility aux di- 
agrammes cartesiens f*(g) = g, cela pour tout morphisme / : T — > S, et tout x G M(S). Pour 
rendre cette notion operationnelle, on doit exiger que pour tout couple d'objets x, y G M(U) l'ensemble 
Horn (a;, y), sur lequel G opere des deux cotes, est un G-bi-ensemble normal, done si u G Hom(x, y), g G 
G, u~ 1 Gu = G. II est alors clair que la composition des morphismes passe au quotient par G. On a 
([61], theoreme 5.1): 

Proposition 6.5. Soit Ai un S-champ algebrique, et soit G un groupe fini qui admet un plongement 
G Aut (x) pour tout objet x, avec les conditions de dessus. Alors il existe un champ algebrique note 
A4/ /G et un morphisme f : M. — ► A4/ /G, avec la propriete universelle suivante: tout morphisme de 
source M qui envoie les elements de G sur Fidentite factorise par A4//G . 

i) Si M est de Deligne-Mumford, alors A4//G Vest aussi, et le morphisme M — > M/ /G est une gerbe 
etale de lien G, de degre (M etant integre). 

ii) Si M est propre, M//G Vest egalement, et si M est un espace des modules grossier de M, c'est 
aussi Fespace des modules de M.//G. 

□ 

Remarque 6.2 On peut penser a un objet x G (A4/ /G)(S) comme la donnee d'un recouvrement 
(Si — > S)i, et pour tout i d'un objet Xi G A4(Si), avec en sus une donnee de descente <jj^ : Xi\ s . . 
a un element de G-pres, done tel que pour tout triplet k, 

a k,l a k,jVj,i ls . . k e G (6.12) 
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Si G ^ 1, le morphisme M — > M//G n'est pas representable. Par exemple BG//G = Spec /c. Soit 
H <G. Si H agit trivialement sur .M, alors on peut former d'une part le double quotient [M/G]/ /H, 
et d'autre part [M/(G/H)]. II n'est pas difficile d'observer Identification 

[M/G]//H^[M/{G/H)\ (6.13) 

En fait [M/G] = [[M/H]/{G/H)] ([61], remark 2.3), mais [M/H] = MxBH, done [M/G]//H = 
[M/(G/H)] x BH//H = [M/(G/H)]. 



6.2. Champs de Hurwitz 



Un champ de Hurwitz classifie les revetements tt : C — > D entre courbes projectives lisses de genres 
respectifs, g et h fixes, et de degre fixe d. La relation de Riemann-Hurwitz relie g, h et d par 

2g -2 = d(2h-2) + B (6.14) 

ou B est le degre du diviseur de ramification. Si on fixe D, et les b points de branchement, il n'y a 
qu'un nombre fini de revetements de degre fixe, done la dimension du champ de Hurwitz est 3h — 3 + b. 
Si B > 0, on voit que cette dimension est maximum lorsque B est minimum, done si la ramification est 
simple. Si h — 0, i.e. D — Pi, e'est la situation classique etudiee par Fulton [35], et plus recemment 
par Harris-Mumford [42], Mochizuki [55] et Wewers [68], [69]. 



6.2.1. Champs de revetements: cas galoisien 



Supposons les revetements galoisiens de groupe G, le cas general non galoisien sera aborde en fin 
de paragrahe. Comme cela a ete defini dans les sections 2.1 et 2.2, on fixe une donnee de ramification 
£ = Yll=i bi[Hi, Xi] de degre b = ^ bi, b est le nombre de points de branchement. Le degre du diviseur 
de branchement est alors 

B = Ca r d G (p,(l-^)) (6.15) 

Nous allons construire le champ de Hurwitz Hh,G,£, puis decrire sa compactification stable Hh,G,£- Le 
resultat est un champ non connexe en general, mais lisse sur Z[ Ca ^ dG ]. II en resultera que les com- 
posantes connexes sont identiques aux composantes irreductibles. Le nombre de composantes connexes 
de H^g^, qui est aussi celui de Hh,G,£i est le nombre de Nielsen /i(£) introduit dans la definition 2.7. 

Rappelons que la definition retenue pour classifier les revetements en general (galoisiens ou non), 
par opposition avec les G-revetements est l'equivalence (2.1). Fixons dorenavant le groupe G, ainsi 
qu'une donnee de Hurwitz afferente £ € R+(G). La definition suivante sera ulterieurement renforcee 
par le marquage au moyen du diviseur de ramification. 
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Definition 6.7. i) Le champ de Hurwitz H g .G,£ & pour objets au dessus de S les G-revetements 
it : G — > D — > 5, S 6 5 l c/t[ c .J dG ], ies courbes C et D etant lisses, propres sur S, a fibres geometriques 
connexes de genre g, et pour morphismes les isomorphismes (f,h) : (G — > D) — ► (C — > -D'), i.e. ies 
diagrammes cartesiens de la definition 6.1. 

ii) Le champ de Hurwitz H Si g,£ a P our objets au dessus de S les G-revetements ir : C — » D — > S, ou 
C — > 5 est une G-courbe stable, done une courbe stable munie d'une action stable de G (Definition 
4.4); les morphismes etant dehnis de la meme maniere que dans I). 

Notons que W Sj g,£ ( res P-^5,G^) n'est a priori qu'une categorie fibree en groupoides au dessus de 
Sch[ c J; dG ]. Par des arguments standards ce groupo'ide est un champ de Deligne-Mumford lisse [19] , 
[54], et que le champ 7Y 9i g,£ est un sous champ ouvert de Ti. g .G^, ce dernier etant propre sur Sch[ Cg ^ dG ]. 
Noter aussi que pour un G-revetement tt : C — » D, le groupe des automorphismes Aut(-7r) est egal au 
centre Z(G). D'une maniere un peu differente, on a observe que la consideration d'un G-revetement 
7r : C — > D, se reduit a la seule donnee de la courbe C munie de Taction de G. En d'autres termes, le 
foncteur C ^ (C — > C/G) etablit une equivalence entre le champ dont les objets au-dessus de S, sont 
les S- courbes lisses (resp. stables) munies d'une action de G (resp. action stable) de donnee £ le long 
des fibre geometriques, et le champ H g ,G,£ (resp. l~L g ,G,i)- Noter que fixer la donnee de ramification 
equivaut, comme cela a ete verifie dans le theoreme 3.1, a fixer les representations de Hurwitz, definition 
plus commode que la definition initiale, du moins dans le cadre des families de courbes stables. Les 
morphismes sont dans cette interpretation les isomorphismes G-equivariants, et l'isomorphisme inverse 
est simplement l'oubli de la base D = C/G. Dans la suite W g> G,g designera l'une ou l'autre des deux 
definitions equivalentes precedentes. 

6.2.2. Fonctorialite des champs de Hurwitz 

Un champ de Hurwitz est la source, ou le but, de foncteurs naturels que nous allons preciser. Soit 
H C G un sous-groupe de G. Les operations (2.2) et (2.3) sur les donnees de Hurwitz definies dans la 
section 2.2 apparaissent dans le present contexte comme des morphismes de champs. Par exemple, la 
restriction de Taction de G au sous-groupe H, soit (G — > S, G) i— > (G — > S,H), definit un morphisme 
T^-g,G,i — y 7~L g n Resg(g)- Un second morphisme correspond au passage au quotient par le sous-groupe H 
(si H<\ G), operation justifiee par la proposition 3.2, (G, G) — > (C/H, G/H) definissant un morphisme 
(voir Proposition 2.1) 

T~ig,G,t > ^g',G/H,Cores^(i) (6-16) 

II n'y a pas a priori d'extension naturelle directe du morphisme (6.16) a H 9i g,£, car la courbe prestable 
quotient peut ne pas etre stable. Cela justifie la necessite d'un renforcement du concept de stabilite. 
Notons les deux cas particuliers, H — 1, e'est a dire l'oubli de Taction de G, et G = H. Dans ce second 
cas, on associe a un revetement ir : C — > D la base D, marquee par les points de branchement, ou plus 
generalement un ensemble de points les contenant. 

Remarque 6.3 Le morphisme oubli de Taction de G, H gi G,£ — ► M. g , (it : C — > D) ^ C est 
represent able, meme fini. Notons Taction libre naturelle, par torsion de Taction, du groupe Aut^(G) 
(stabilisateur de £) sur le champ H g .G,i- 

II est necessaire maintenant d'etendre la definition 6.2 aux G-courbes stables marquees, ce qui 
conduit a la definition des champs de Hurwitz versus Harris-Mumford: 



58 



Definition 6.8. Soit r\ G R+(G) specihant le G-type d'un diviseur ( § 2.2). On note HM g! G,^,v ^ e 
champ (de Harris-Mumford) dont les objets sont les courbes munies d'une action stable de G, et qui 
sont stables marquees par un diviseur G-invariant de G-type fixe r\, la donnee de ramification etant 
hxee egale a £. 

Dans la suite on supposera que £ < 77, en d'autres termes que les points de ramification sont 
inclus dans les points marques. Rappelons que cela implique (corollaire 4.6 du Theoreme 4.5) que les 
stabilisateurs des points doubles sont maintenant cycliques, ces points ne devant pas etre consideres 
comme des points de ramification. Si la base est P 1 , et si la ramification est simple, on retrouve 
essentiellement le champ introduit par Harris et Mumford [42]. Pour etre plus precis, HM g> G^,v en est 
comme nous le verrons, une desingularisation. 

6.2.3. Compactification stable du champ de Hurwitz (I) 

Le resultat suivant suivant est bien connu; comparer avec Jarvis [43], [44], ou [1], [59]: 
Theoreme 6.9. W Sj g,£ (resp. Ti-Mg^G^,^) est un champ de Deligne-Mumford lisse et propre sur 

Preuve: Rappelons que le contenu de ce resultat se reduit essentiellement a la verification de deux 
choses: 

• a) Si C\ et C2 sont deux objets de l'un des champs consideres, au dessus de S G Sch z < 1 1, 

l Card G J 

alors le foncteur Isoms^Ci, C2) qui en T, objet au dessus de 5 est egal a IsoiriT,G(Ci xs T, C2 x s T) 
est represent able par un schema fini et non ramifie sur S. 

• b) Mettre en evidence un atlas X — > Ti 9t G,t, ce ^ signifie un morphisme etale surjectif du 
champ represente par X sur le champ de Hurwitz sus-mentionne. 

La preuve de a) est claire car le foncteur Isoms g{Gi, C2) es t visiblement un sous-foncteur ferme 
du foncteur Isoms'(Ci, C2) (i.e. non equivariant); le resultat decoule alors du resultat classique ([20], 
Theorem 1.11). Avant de proceder a une verification plus detaillee de l'assertion b), on peut observer 
que par le procede d'adjonction de points marques (section 2.3), on peut se limiter sans perte de 
generalite au cas £ = rj. Dans ce cas, pour simplifier les notations, les champs seront notes H. g .G,£, et 
TiAig G^ ( on omet l'indice rj). On obtient l'atlas X en associant a un point de Ti g ^G.£ un point de 
Hilbert convenable, selon la methode de Gieseker-Mumford (Gieseker [36]). 

Rappelons les points essentiels de cette construction, en traitant en premier le cas lisse, done en se 
concentrant sur le champ W s> g,£- Fixons un entier m > 3, le choix de m sera precise ulterieurement, 
et fixons le G-module (de Hurwitz) V — V m — H°(C,Luf m ); soit dim(F) — n + 1. Considerons le 
schema de Hilbert note pour abreger Hilb, qui classifie les courbes de genre g et de degre m(2g — 2) 
dans F{V) = F n , e'est-a-dire de polynome de Hilbert P{v) = (2mv — l)(g — 1); on peut fixer pour 
schema de base Z[ Ca ^ dG , £], la racine de l'unite ( convenablement choisie, assurant l'existence de V 
comme G-module sur ce schema de base. II y a une action naturelle du groupe PGL(n) sur Hilb ainsi 
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que, par restriction, sur la courbe universelle Z C P™ x Hilb. Si C est une telle courbe, definie par 
exemple sur le corps algebriquement clos k, on a pour v » 0, une surjection 

H°(¥ n ,O pn (u)) — > H°(C,O c (v)) (6.17) 

definissant le v e point de Hilbert, qui est le point de l'espace projectif ¥ N = P (/\ PM fi°(P n , P n (i/))) 
fourni par la surjection 

PH P(V) 

/\ if°(F\0 P »( I /)) — > /\ ff°(C,O c (,)) (6.18) 

II y a une version equivariante de cette construction, dans laquelle les courbes plongees m-canoniquement 
dans P n , non degenerees i.e fi°(P n , CV»(1)) — H°(C, Oc(l)) et invariantes par Taction de G. La courbe 
C herite alors canoniquement d'une action de G. Ces courbes correspondent dans Interpretation par 
les points de Hilbert, aux surjections (6.17) equivariantes. Soit it : S — > if la courbe universelle de 
Gieseker-Mumford [37]; le groupe G agit sur S et K, soit alors if = K G le sous-schema des points 
fixes. Comme K est lisse, il en est de meme de if; alors si T = 7r _1 (if), le morphisme r — > if obtenu 
par restriction, est la courbe universelle cherchee. On notera que la lissite de H se deduit aussi des 
resultats sur la structure des deformations equivariantes du paragraphe 5. En conclusion if conduit 
a un morphisme representable if — > Hg t G,£, et qui par la propriete de lissite assure que W g ,G,5 est un 
champ algebrique de Deligne-Mumford. 

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que la procedure precedente s'etend a H, g ,G,£, resp. a 
'HM.g,G,i- ^ n donne quelques details pour le premier cas, les modifications de routine pour traiter le 
second sont omises; notons pour rassurer le lecteur, qu'en corollaire, les deux champs seront identifies. 
Soit encore, en conservant les memes notations utilisees au dessus, V = V m la representation de Hurwitz 
de degre m, de rang n + 1 = (2m — l)(g — 1), et F n = F(V). Maintenant rappelons q'un resultat 
fondamental de Gieseker et Mumford, assure l'existence d'un m » 0, puis d'un v » 0, de sorte que 
le v e point de Hilbert de toute courbe connexe lisse (definie sur un corps algebriquement clos k) soit 
G.I.T-stable pour Faction du groupe lineaire. Une fois v fixe, on peut considerer la courbe universelle 
Z — > if de base le schema de Hilbert. Soit alors W defini comme etant l'ensemble des points h £ H, 
tels que les deux conditions de dessous sont satisfaites: 

• i) h G H 3S , l'indice superieur signifiant que le v e point de Hilbert est semi-stable, 

• ii) La courbe Zh est connexe et plongee m-canoniquement dans P n . 

II est prouve dans [37] que W est un sous-schema ferine de H ss , et que si h G if, la courbe Z h 
est reduite avec seulement des points doubles ordinaires. Rappelons que l'espace modulaire grossier 
classifiant les courbes stables de genre g > 2, s'identifie au quotient geometrique 8 M g = W//SL(n). 
De maniere identique a ce qui a ete fait au-dessus, on doit traiter la situation equivariante, ce qui 
amene d'abord a former le sous-schema des points fixes T = W G ; Taction de G est celle naturelle 
decrite dans la section 6.1. Le schema T est lisse, du fait de la lissite de W, ou si on prefere par la 
theorie des deformations equivariantes du paragraphe 5. Les composantes connexes {T a } de T sont 
alors irreductibles, et le long d'une telle composante, les representations de Hurwitz H°(Ch, w®*) sont 

g 

Ne pas confondre avec le 2-quotient de la section 6.1. 
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constantes (Lemme 4.3); noter que pour t = m, cela resulte des hypotheses. Si on travaille avec les 
objets du champ HM g ,G,£, l e meme argument que celui utilise au-dessus nous assure que le G-type du 
diviseur des points marques est constant le long des T a . Parmi les composantes {T„}, on ne retient 
que celles dont le point generique definit une courbe lisse, et le long desquelles la donnee de Hurwitz, 
et eventuellement le G-type du marquage sont constants egaux a £ et v\ la reunion de ces composantes 
est encore notee T. La restriction a T de la famille universelle fournit un morphisme representable 
surjectif T — > H gt G,£, prouvant que TL 9i g,s, es ^ un champ algebrique, de Deligne-Mumford. Notons pour 
conclure que la proprete dans l'un ou l'autre des deux cas resulte du theoreme de reduction stable sous 
sa forme equivariante (Proposition 5.1). 

□ 

Remarque 6.4 Si k = C, le type topologique de Faction separe les composantes connexes. On 
invoque la version equivariante de la theorie de Teichmiiller [25], de laquelle on deduit que deux points 
de H qui correspondent a des actions topologiquement conjuguees peuvent etre joints par un arc. On 
a done (voir aussi Theoreme 2.1) Card7r (-f/) = h(£) = le nombre de Nielsen. 

6.3. Compactification du schema de Hurwitz: Gieseker-Mumford 

On se concentre dorenavant sur les espaces de modules H g ,G,£ (resp. HM g ^a,i) associes aux champs 
7~Lg,G,£ (resp. HM g ^c.£)- La construction G.I.T esquissee ci-dessus (§ 6.2) conduit a la projectivite 
des schemas modulaires de Hurwitz, et en corollaire a la projectivite des M g ^ n . On remarquera que 
finalement tout est reduit a une et une seule construction, la projectivite de M g . 

Identifions G a son image dans GL(V), et notons A (resp. B) le centralisateur (resp. le normal- 
isateur) de G. Si V = ®^ riiVi est la decomposition de V en representations irreductibles deux a deux 
distinctes, alors A = ]J i GL(rii). Notons que A opere sur H en fixant individuellement les composantes 
connexes. La construction de H g ^a,£ (resp. H 9tG ^), resulte de la proposition suivante: 

Proposition 6.10. Si m est assez grand, le quotient geometrique H/A existe, et 

Hg,G£ — H/A (Te8p.H g , a ,t = H/A.) (6.19) 

Preuve: C'est une simple adaptation a la situation equivariante presente des arguments de Mum- 
ford et Gieseker [37]. Traitons en premier, pour plus de lisibilite, l'espace modulaire H gi c,£- On observe 
qu'une courbe C C P™, lisse, connexe, de genre g > 2, est Chow-stable ou Hilbert-stable, si son degre est 
grand par rapport a g. La stabilite d'abord relative au groupe lineaire, entraine a fortiori celle relative 
a A. Pour que la preuve de la proposition soit complete, on doit tout d'abord noter la validite des 
deux points suivants: 

• i) Toute action de G sur C, du type indique, apparait dans une fibre de la courbe universelle 

• ii) Si C\ et Ci sont deux fibres G-isomorphes, alors l'isomorphisme est induit par un element 
de A. En fait si 7r : C —> S est un objet de H gi G,£, on prouve que localement pour la topologie de Zariski 
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sur S, C/S appartient a H °™ \g A) ■ P° ur ce ^ a i on considere le faisceau £ = 7r*(u;®^); on a clairement 
R 1 tt*(w®™ s ) — 0, et £ est localement libre, muni d'une action de G. On peut alors decomposer £ en 
facteurs isotypiques 

£= £i®V z (6.20) 

ViGlrrep(G) 

il suffit alors de noter que les modules de covariants £{ sont localement libres, et que V = ®rg(£i)Vi. 

On peut realiser de la meme maniere l'espace modulaire grossier H 9t Q^, prouvant ainsi que c'est 
un schema projectif, et que H g q ^ s'identifie a un ouvert partout dense de H„q t\ en particulier les 
deux schemas ont le meme nombre de composantes connexes, nombre egal au nombre de Nielsen h(£) 
(Theoreme 2.1). Conservant les notations du debut de section, on prouve comme ci-dessus que le 
quotient geometrique T / /A existe et que finalement H g ,G,£ = T/ /A. On doit dans une seconde etape 
s'assurer que toute courbe stable C munie d'une action stable de G de donnee de ramification prescrite, 
apparait dans le bord. On sait, du fait de la structure de la deformation universelle de (C, G) (section 
5.1) qu'on peut etendre de maniere equivariante C en une courbe stable ir : X —> S = Spec(i?), 
l'anneau R etant de valuation discrete et complet, de sorte que si on note a le point ferme , et b le point 
generique, alors 7r _1 (a) = C et la courbe 7r _1 (6) est lisse. Cette courbe definit un morphisme classifiant 
/ : Spec(i?) — ► H G avec f(b) € W. L'argument de Gieseker ([36], thm 2.0.2) montre qu'il existe une 
courbe appartenant a la Sorbite de X et qui correspond a un morphisme classifiant Spec(i?) — > UT Q . 
Les fibres au dessus du point ferme sont ainsi dans une meme A-orbite. Cela etant, la projectivite 
de H g x;,(, decoule bien evidemment de la construction de cet espace modulaire comme quotient. On 
peut aussi, la proprete etant consequence du theoreme de reduction stable sous sa forme equivariante, 
s'appuyer sur la projectivite connue de M g et utiliser le morphisme oubli de Taction de G 

H g ^ JT g (6.21) 

qui est alors propre et quasi-fini, done fini. 
□ 

Proposition 6.11. Soit £ une donnee de Hurwitz attachee au groupe G, et soit h(£) le nombre de 
Nielsen correspondant. Si k est un corps algebriquement clos de caracteristique non facteur de CardG, 
alors 

h(0 = CardTToOHg.G,?) = Card^ (# g ,G !? ) (6.22) 

Preuve: On reprend la construction de la proposition 6.1, maintenant sur un schema de base S = 
Spec(i?), ou R est un anneau de valuation discrete complet, de corps des fractions K de caracteristique 
zero, et de corps residuel k. Si G agit stablement sur une courbe stable definie sur k, on sait qu'on 
peut relever la courbe, ainsi que Paction de G, a R, cela a donnee de ramification constante. Notons a 
(resp. b) le point ferme (resp. le point generique) de S. Considerons le morphisme quotient Li a T a — > 
H g ^G£ = (UaTa)/ 1 A. Rappelons que chaque composante connexe T a est lisse sur 5. Si on prend la 
fibre en a (resp. b), on a par un resultat de Seshadri (rappele dans [35]), 

(T a //A) a = (T a ) a //A (resp.) (T a //A) b = (T a ) b //A 

Le theoreme de connexion de Zariski montre que (T a / /A) a est connexe; il s'ensuit que (T a ) a est connexe, 
done irreductible, car lisse. On en deduit que (T a ) a //A = {H g ^a,i)a est irreductible, d'ou le resultat 
annonce. 

□ 
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Corollaire 6.12. Sous les conditions precedentes, et si maintenant G est un groupe cyclique, alors 
pour tout corps algebriquement clos k de caracteristique ne divisant pas CardG, l'espace de Hurwitz 
Hg,G,£ e st irreductible. 

Preuve: On sait en effet que sous ces hypotheses que h(£) = 1 (Proposition 2.3). 

□ 

6.4. Compactification stable du champ de Hurwitz (II) 

6.4-1- Le champ de Hurwitz versus H arris -Mumford 

La construction du schema de Hurwitz au moyen d'un quotient geometrique conduit avec des 
modifications mineures, a la construction des espaces modulaires -f/"M Sj G,g (resp. HM g ^ G ^). Rappelons 
que dans le cas Harris-Mumford les objets du champ sont les G-courbes stables marquees par les points 
de ramification, ou plus generalement marquees par un diviseur G-invariant les contenant. On va 
prouver ci-apres que les espaces de modules H g .c,i et HM g .G,z sont en fait isomorphes, meme si cela 
n'est pas en general le cas pour les champs. Rappelons au prealable les constructions de Knudsen [48], 
[53]: 

• Soit (C, {yj}) est une courbe prestable marquee, connexe. Parmi tous les morphismes surjectifs 
{C',{yj}) — ► (C,{xi}) de but une courbe stable marquee, les (yj) s'envoyant surjectivement sur les 
{xi), il y a si l'ensemble des {yj} est non vide un morphisme minimal. II s'obtient en contractant en un 
point les composantes instables (de genre zero) contenues dans C. On montre que ce morphisme est 
defini par une puissance convenable du faisceau inversible cue (Yl Vj ) • H es t clair que si G agit sur C' en 
permutant les yj, alors Taction de G descend a C, de sorte que le morphisme commute a Taction de G. 
On applique cette procedure lorsque Toubli de certains points marques d'une courbe stable (C, {yj}) 
detruit la stabilite. Les sections oubliees induisent des sections de C, eventuellement non disjointes et 
passant par des points doubles. Important pour la suite est que cette operation de contraction (ou de 
stabilisation) est compatible aux changements de base, done definit apres oubli du marquage par les 
points de ramification, un morphisme 

st : HM g ,G,s — ► %,G,t (6-23) 

• II y a un foncteur en sens inverse ([46], cor 2.6). Ce morphisme qui revient a eclater certains points 
doubles, transforme une courbe stable marquee par un ensemble de n sections, a laquelle on ajoute une 
section supplement aire, en une courbe stable marquee par n + 1 sections, la (n+ l)-ieme etant la section 
additionnelle. Ces deux operations conjointes montrent que le morphisme M g , n +i — > M 9tn , oubli de la 
section n + 1, represente la courbe universelle n-piquee. Le resultat suivant clarifie en partie la situation. 
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Proposition 6.13. Le morphisme (6.23) est un isomorphisme au-dessus du sous-champ ouvert partout 
dense HM gj G,£. sur son image; il induit un isomorphisme d'espaces modulaires grossiers: HM g ^,i — > 

Preuve: Soit n' : C — > S une G-courbe stable marquee par les points de ramification. Rappelons 
que cela impose en particulier que pour tout sous-groupe cyclique H de G, le diviseur de Cartier 
relatif Fix(H) hor (Proposition 4.8) est une somme de sections disjointes. Par oubli du marquage, suivi 
d'une contraction eventuelle des composantes instables, on obtient une G-courbe stable ir : C — > S. 
Le morphisme n' factorise en n' = 717, oil 7 : C — > C contracte les orbites de composantes lisses 
rationnelles a isotropie diedrale (Lemme 5.4). l'image d'une telle composante E est un point double 
a isotropie diedrale D m (m > 1), si m est le nombre de sections de points fixes qui rencontrent E. 
Ces points sont les points fixes des reflexions de D m . Notons ainsi que C = C sauf si C possede des 
fibres avec des points doubles a isotropie diedrale. On peut comme explique ci-dessus reconstruire C 
partant de C munie des images des sections de points fixes, en separant les sections de points fixes qui 
coalescent en les points d'istropie diedrale. Le morphisme st est clairement un isomorphisme au-dessus 
du sous-champ ouvert forme des revetement de courbes lisses. Ce n'est cependant pas un isomorphisme 
en general. Si C — > S = st (C — > S), et si Q G C s est un point double a isotropie diedrale H = D m , 
pour une reflexion r G H, on a note que le diviseur des points fixes (horizontal) est de maniere specifique 
la reunion de deux sections. 

Soit Oq = O s [[x,y]]/(xy — a) l'anneau local complete de C en Q. On suppose que t(x) = y et 
r(y) = x. Si l'une des sections de points fixes est x = b, y = c, alors b = c et a = b 2 . Si on se 
place sur S = k[e], e 2 = 0, on voit que si C et C sont definies sur un corps algebriquement clos k, 
alors 1' application st au niveau des espaces tangents des deformations universelles respectives n'est pas 
surjective. En fait les deformations qui sont dans l'image sont topologiquement triviales en les points 
doubles a isotropie diedrale. 

Si pour tout sous-groupe cyclique H d'ordre deux le diviseur Fix(H)h or est une somme de deux 
sections, alors on peut inverser st . L'action de G sur les composantes exceptionnelles se reduit a Taction 
d'un groupe diedral B m . On notera que st est un monomorphisme car il est clair que Aute(C) = 
Autc(st(C)). Finalement le fait qu'au niveau des espaces modulaires grossiers st est un isomorphisme 
est clair, car il est propre, birationnel et bijectif entre varietes normales. 

□ 

Dans la suite nous travaillerons avec le champ HM 9i g,^, qui pour alleger les notations sera note 

Hg : G,£- Rappelons que si H <G, on peut realiser W s ,g,5 comme une correspondance entre T^ gj H,Res°(i) 
e * 7~(-g',G/H,CoresG(£)- Si H = 1 et H = G, on obtient les deux morphismes fondamentaux 

M g ,r ^~ Hg, G ,i Mg',b (6.24) 

r etant le nombre de points de ramification, b le nombre de points de branchement, et g' le genre de 
la base. Le morphisme de gauche est l'oubli de Taction de G, 5 est le passage au quotient par G. Le 
morphisme S sera appele le morphisme discriminant. Son existence est justifiee par la Proposition 5.2, 
qui assure que si tt : C — > S est un objet de 7i g ,c,£, alors la courbe quotient C/G — > S, marquee par le 
diviseur des points de branchement (resp. piquee par les points de branchement) est stable. En resume: 
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Proposition 6.14. 1) Le morphisme H g ,G,t -^g,(r) es t &ni (representable) non ramifie; c'est une 
immersion reguliere locale dans le sens de Vistoli ([66], 1.20) . 

2) Le morphisme discriminant 7Y g ,G,£ -Mg',b es t propre quasi-hni et plat 9 . 

3) Au niveau des espaces de modules grossiers, le morphisme discriminant 5 est fmi, surjectif. 

Preuve: 1) Si £ — > S est une courbe stable marquee, la categorie fibre de « en C/5 a pour 
objets au-dessus de T — > S les plongements G <— > Auty(£ x s T). Ces plongements correspondent aux 
T-points de Auts(£) Xg • • • Xs Aut^(S) facteurs), dont l'image est disjointe de la diagonale. Du 
fait que Autg(S) est fini non ramifie sur S, le premier point est clair. Comme les champs sont lisses, % 
est une immersion locale reguliere dans le sens de Vistoli, i.e. representable non ramifie et localement 
d'intersection complete. 

2) La proprete de 5 decoule du critere de reduction stable pour les revetements stables (Proposition 
5.7). La platitude decoule du theoreme 5.5 donnant la structure locale de ir. Le caractere etale de S 
(au-dessus de M. g >fi) decoule alors du theoreme 5.5. Le dernier point est clair. 

□ 

Remarque 6.5 La definition des revetements stables donnee ci-dessus permet de retrouver d'une 
maniere uniforme les objets etudies par Abramovich, Corti et Vistoli [1], [3] sous le terme balanced 
twisted stable maps. Les objets etudies par ces auteurs sont les morphismes ir : D — ► BG ou la source 
D, est la courbe D munie de sa structure d'orbifold, i.e. donnee par D = C/G. Dans cette structure, 
on ignore les automorphismes induits par le centre de G. En consequence, on a (notation de [3]) 

l[H g ,G,e//Z(G) ^ Mg., b (BG) (6.25) 

m 



6.4-2. Le revetement "universel" 

On continue d'explorer les aspects fonctoriels des champs de Hurwitz. Soit [H, x] une classe 
apparaissant dans la donnee de ramification £. Soit Ar H x \ la composante de A#, lieu des points 
fixes d'holonomie exacte (H,x)- H y a une action libre de Cg(H)/H sur Am x ), le quotient etant la 
composante S[h, x ] de B, definissant un fibre principal A(h, x ) — > ^[h, x \- Supposons que B soit somme 
de sections Qi, - ■ - ,Qb (D est piquee) contenant les points de branchement. Par image reciproque, la 
section Qi, si d'holonomie (Hi,Xi), definit un fibre principal de base S, et de groupe C(H i )jH i . Cela 
fournit un foncteur d 'evaluation en Qi [45] : 

ev Q , : H giG ,( — > BiCdH^/Hi) (6.26) 

Soit Specfc — > B(C(Hi) / Hi) l'atlas correspondant au fibre principal trivial, alors le 2-produit fibre 
T^g, G,£ x B(C(Hi)/Hi) Specfc a pour objets les revetements n : C — > D equipes d'un point P : S — > C qui 
est un point de ramification d'holonomie (Hi, 

9 Non representable si le centre Z(G) est non trivial. 
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Soit i : H.g,G,£ —> -^g.(r) le morphisme oubli 10 de Taction de G, et considerons C g ,( r ) = M g ^ r ),i — > 
M g .( r ) la courbe universelle (marquee) au-dessus de M. g ^ r ) [48]. Une section de C s ,( r ) au-dessus de 5 
est la donnee d'une courbe r-marquee q : C — > 5 equipee d'une section supplementaire P : S — > C. II 
n'est pas necessaire d'exiger que cette section soit disjointe des points doubles ou des points marques. 
Formons le carre 2-cartesien _ 

C 9,(r) -Mg,( r ) 



c 



9,G,f 



n 



Une section de C 9 ,g,£ au-dessus de S est la donnee d'un G-revetement q : G —> D — > 5 equipe d'une 
section P : S — > C de Le groupe G agit (dans le sens de la section 6.1) sur le champ C g ,G,£ par 
g(C —>■ D, P) = (C —>■ D, g o P). Soit le morphisme S — > H gj G,(, defini par le G-revetement 7r : G — > D 
au-dessus de <S. II est clair qu'on a une identification de G-champs C s ,g.£ x ji G £ S = C, justifiant le 
fait que C 9 ,g,£ — ► T~Lg,G,£ es t la G-courbe universelle au-dessus de W Sj g,£- Le foncteur 



A:(GA^,P)^(P,Q = 7rP), C s , g , ? 



fait office de revetement universel. 

Soit A : U —> H g} G,i un atlas, et notons 7r : Gy — > {/ le G-revetement definissant A. La seconde 
projection p 2 : Gy X[/ G[/ — > Cjj definit un G-revetement, le groupe G agissant sur le facteur de 
gauche dans le produit fibre. La diagonale A : Cjj —> Cjj Xjj Cjj vue comme section de fait de 
P2 '■ Cu X(7 Cu — > Cjj un objet de C s ,g,£ (on peut stabiliser cette section additionnelle si on veut), done 
conduit a un morphisme Cjj — > TL 9i g,£, rendant le carre suivant 



Gr 



P2 



g,G,i 



U 



(6.27) 



2-cartesien. En particulier le morphisme Cjj 
la base, notons le diagramme 2-commutatif 



C 9} g,£ definit un atlas de C Sj g,§. Pour faire le lien avec 



'9,G,i 



H 



9,G,f 



■M 



g',b 



Le morphisme A n'est cependant pas le quotient de C g ,G,£ par G. Retenons cependant: 
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Rappelons que dans ( r ) le marquage est par parquets, determines par la donnee q. 
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Proposition 6.15. Le morphisme ip : C 9 ,g,£ — ► ^g,G,£ x m , b Cg',b est & m de degre \G\. 

Preuve: En effet le champ fibre de ip en le revetement tt : C — > D de base 5, et muni de la section 
Q : S —> D, est clairement represente par le schema 7r _1 (Q) C C. 

□ _ _ 

Noter que les sections universelles Q a (a = 1, •••,&) font de W Sj g,£ x aT , 6 une courbe 6- 

marquee de base H 9t G,^- 

6.5. Champs de revetements stables: cas non galoisien 

Dans cette section on construit le champ de Hurwitz classifiant les revetements non galoisiens 
stables a monodromie fixee. Nous le comparerons au champ des revetements admissibles [40], [42], [55], 
[68], [69]. 

6.5.1. Revetements admissibles 

Le point cle dans la construction du champ de Hurwitz classifiant les revetements galoisiens est 
le fait de considerer la base comme une courbe marquee par les points de branchement (lisses), qui en 
consequence ne sont pas autorises a se rencontrer specialisation. Les revetements appeles admissibles 
par Harris-Mumford (loc.cit.p 57, et Definition 6.15) satisfont a cette condition, mais cependant ont 
une mauvaise theorie des deformations, en particulier la base de la deformation verselle n'est en general 
pas lisse, meme pas normale. Ce defaut a ete corrige par Mochizuki [55] et Wewers [68], en proposant 
d'enrichir un tel revetement d'une log-structure, ce qui a pour effet de retablir la lissite du foncteur des 
deformations. 

Dans la construction qui suit on precede en sens inverse. Un revetement stable sera decrit, du moins 
etale-localement, comme quotient d'une cloture galoisienne, qui est un G-revetement stable marque par 
les points de branchement. Fixer une collection de clotures galoisiennes locales ajoute une structure 
supplementaire qui cependant n'est pas equivalente a celle fournie par une log-structure. C'est une 
structure plus faible. Rappelons la definition des revetements admissibles ([40], [42] p 61, ou [68]): 

Definition 6.16. Soit une courbe stable marquee D — > S, de genre g' , avec S connexe, le marquage 
etant defini par un diviseur de Cartier relatif B/S, etale de degre b. Un revetement admissible tt : C —> D 
au-dessus de S, de base D/S, est defini par: 

• i) Une courbe prestable C/S, munie de la donnee d'un morphisme fini surjectif i\ : C —> D, et 
d'un diviseur de Cartier relatif R C C, etale sur S, et disjoint du lieu de non lissite, tel que n(R) = B. 
On fait Vhypothese que tt est (moderement) ramifie exactement le long de R. On suppose en outre que 
la monodromie le long des fibres geometriques est constante, egale a celle fixee initialement. 

• ii) (structure locale aux points doubles) Si Q G D s est un point double d'une fibre geometrique, 
on suppose que localement pour la topologie etale la structure du morphisme tt en P G tt~ 1 {Q) est 
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decrite par 11 : tt* p : 6 DjQ — > 6 c ,p avec 6 c ,p = O s [[x,y]]/(xy - t), 6 DjQ = O s [[u,v]]/(uv - r), ou 
t G Mp,r G .Mg, et pour un certain d> 1, u = x d , v = y d (done r = 

Etale-localement on peut preciser le sens de l'hypothese 7r est ramifie le long de R. On peut en 
effet supposer que B = J2j Qj est une somme de sections disjointes, et de meme R = J2i j P%,ji ou l es 
(Pi,j)i sont les points d'image Qj. On suppose alors que, l'indice de ramification le long de Pi etant 
eij, on a tt~ 1 Qj — eijPij. II reste a expliquer la condition sur la monodromie dans la definition 
6.15, condition qui n'est pas a priori definie le long des fibres singulieres. On passe par une cloture 
galoisienne. 

6.5.2. Cloture galoisienne: cas des courbes lisses 

L'operation fondamentale pour la suite est l'operation de cloture galoisienne dans le contexte d'une 
famille de courbes lisses ou prestables. Pour une famille de courbes, meme lisses, cette operation exige 
quelques precisions. Soit un revetement 7r : C — > D, les courbes C, D etant lisses et definies sur un 
corps algebriquement clos k, de points de branchement Qi, ■ ■ ■ ,Qb- 

L'hypothese sur la monodromie, assertion (ii) de la definition 6.15, revient a fixer en premier le 
groupe de Galois d'une cloture galoisienne de 7r : C — > D, e'est a dire le groupe de Galois G de 
l'extension k{C)/k{D). Soit 4> : Z — > D une G-cloture galoisienne de ir. Cela signifie d'abord que le 
revetement (f> : Z — > D est galoisien, et que le groupe des automorphismes de ir : Z —> D est identifie 
a G. II y a d'autre part une factorisation (non unique) de (f> en cf> = irh : Z — — > C D. La classe 
de conjugaison du sous-groupe H = Aut (h) C G est par contre bien definie. Comme on a une cloture 
galoisienne 

p| sHs- 1 = 1 (6.28) 

Si 4>' : Z' — > D est une autre cloture galoisienne, et si 4>' = nh', la theorie de Galois, ou du 
groupe fondamental, nous assure qu'il y a un isomorphisme ip : Z —> Z', pas necessairement un G 
isomorphisme, tel que h'tp = h. 

Soit ^ € R+(G) la donnee de ramification du G-revetement galoisien (f> : Z — > D. Nous definissons 
la monodromie de ir : C — > D de la maniere suivante: 

Definition 6.17. Un type de monodromie est un triplet m = (G, H, £) compose de i) un groupe fini G, 
ii) un sous-groupe H C G tel que HseG s ^ s l = 1 (condition 6.28), et in) une donnee de ramification 
£ G R + (G). Le revetement tt : C — > D defini sur k est dit a monodromie m = (G,H,£), s'il existe 
une G-cloture galoisienne (f> = nh : Z — > C — > D, telle Aut (ft.) = H, de donnee de ramification £. On 
parlera alors de m-cloture galoisienne. 

Posons (voir § 2.2.2) 

Aut(m) = {0 G Aut(G), 6(H) = H, et 0(£) = £} (6.29) 

11 On peut exprimer la structure locale en disant que le systeme de coordonnees (u, v) en Q admet 
une racine e-ieme (x, y) dans Oc.p [69]. On verifie facilement en utilisant le lemme de Hensel que tout 
systeme de coordonnees en Q admet une racine e-ieme. 
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Soit Z(G) le centre de G. Du fait de (6.28), HnZ(G) = 1, de la sorte H se realise par automorphismes 
interieurs comme sous-groupe distingue H < Aut (m) , on posera 



A(m) = Aut (m)/H 



(6.30) 



Noter que Nq(H) = Nq(H)/Z(G) est un sous-groupe distingue de Aut(m) contenant i7. Fixons un 
type de monodromie m, et soit un revetement ir : C — > I? defini sur /c (algebriquement clos). 

Deux m-clotures galoisiennes (Z, h, <f>) et (Z' , h' , <f>') sont isomorphes s'il existe un G-isomorphisme 
G-equivariant / : Z ^> Z' qui est l'identite sur C. On sait que pour deux telles clotures, il existe un 
isomorphisme f : Z —>■ Z' te\ que h'f = h. Cela definit un automorphisme 6 de G unique tel que 
f : Z — > Z' est G-equivariant. Notons que cela force a avoir 9 G Aut(m). 

Soit G(tt) le groupo'ide des m-clotures galoisiennes de ir : C —> D. Le groupe Aut (m) agit a droite 
sur G(tt) par torsion de Taction. Notons la remarque evidente: 

Lemme 6.18. G(ir) est un groupo'ide equivalent a Aut(m). 

Preuve: II suffit de noter que si Z et Z' sont deux clotures galoisiennes, il existe un isomorphisme 
/ : Z — > Z' tel que h'f = h, et alors un unique 6 G Aut (m) tel que / : Z e Z' soit G-equi variant. 
Pour 9 donne, / est unique car Z{G) PI H — 1. 



Notons que 6> G Aut(m) fixe la classe d'equivalence du G-revetement galoisien <f> : Z — > D si et 
seulement si G Nq(H) (automorphisme interieur), conduisant en accord avec la theorie de Galois au 
fait que Nq{H)/H s'identifie au groupe des automorphismes de n : C — > D. 

La definition d'une cloture galoisienne s'etend aux revetements entre courbes lisses, de base quel- 
conque. On conserve le triplet m = (G, H, £). 

Definition 6.19. Soit n : C — > D un revetement entre S— courbes lisses. Une m-cloture galoisienne de 
7T est un G -revetement galoisien <f) : Z — > D de base S, augmente d'une factorisation <f> : Z -^-> C D. 
On demande l'egalite Aut (h) = H, et que la monodromie le long des fibres geometriques est fixe egale 
a m. 

Le G-revetement it : C — > D est dit a monodromie m = (G,H,£) si la monodromie est con- 
stante egale a m le long des fibres geometriques, par exemple s'il existe une m-cloture galoisienne. Les 
revetements entre courbes lisses, de genres fixes, et a monodromie m fixee forment de maniere evidente 
un champ de Deligne-Mumford Ti. g ,g',mi excepte si g = g' = et b = 2. C'est essentiellement une 
consequence de la theorie du groupe fondamental modere, comme note dans [42], ou de maniere plus 
detaillee dans [69]. Si : Z — ► D = Z/G est un G-revetement galoisien de donnee de Hurwitz £, le 
revetement G = Z/H — > D est a monodromie m, et 4> en est une m-cloture galoisienne. Cela definit un 
morphisme de champs 



Le groupe Aut (m) agit sur le champ H gi G,£ (definition 6.1) par torsion de Taction. Comme Taction du 
sous-groupe distingue H est triviale dans le sens de la section 6.1.1, il en resulte une action de A(m), 
non stricte. 



□ 




Kg' 



g ,g,m 



(6.31) 
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Theoreme 6.20. Le morphisme (6.31) est representable. II identiRe H g > tg ^ m au champ "quotient" 
i ■ H g >, g , m A [H g , G ,s/A(m)] [H g , G ,t/Aut(jn)]//H. 

Preuve: On supprime le prefixe m. Montrons d'abord que i (6.31) est un epimorphisme, i.e. 
localement pour la topologie etale ir admet une cloture galoisienne. C'est en fait une consequence de 
la theorie du groupe fondamental (voir [20] par exemple). On peut prefere utiliser un argument de 
deformation, bien qu'essentiellement equivalent. Soit tt : C s — > D s une fibre geometrique definie sur 
une cloture algebrique de k(s). Soient (Qj)i<j<b les points de branchement. Comme les courbes sont 
lisses, on sait que le foncteur des deformations formelles de n s : C s —> D 8 est isomorphe a celui de la 
courbe marquee (D s , B = J2j=i b Qj)- Soit alors h : Z —> C s une cloture galoisienne de n : C s — > D s . 
Considerons la deformation universelle Z — > V du G-revetement (f> : Z — > D s , et soit B C V le diviseur 
de branchement reduit. On sait, voir par exemple le theoreme 5.5, que (V, B) est la deformation 
universelle de la courbe marquee (D S ,B S ). On sait que la base de cette deformation est formellement 
lisse. On sait par ailleurs que le foncteur des deformations du revetement tt s peut etre identifie a celui 
de la base marquee par les points de branchements [68]. Done Z/Ti — > T> est la deformation universelle 
de 7T, et Z —> Z/7i en est une cloture galoisienne. Des arguments classiques d'algebrisation montrent 
que cette cloture galoisienne existe sur un voisinage etale du point s 6 S. 

Prouvons la representabilite de i. II suffit de prouver que le morphisme diagonal est un monomor- 
phisme ([51], Prop. 4.4). En d'autres termes si a £ Aut(Z) pour un G-revetement galoisien <p : Z — > D 
de base S, et si i(a) = 1, alors a — 1. Le groupe Aut_o(Z) des G-automorphismes de Z qui induisent 
l'identite sur D est le groupe constant G x S. En effet ce groupe est fini non ramifie sur S, contient 
G x S. Comme sur les fibres geometriques il y a egalite, ces deux groupes sont egaux. Done par ce type 
d'argument a <E H D Z(G) = 1. 

Passons a la seconde assertion. Du fait de la propriete universelle du quotient, le morphisme i 
factorise en T~lg t G,£ ~^ [^g,G,£/Aut (m)] — > H g ^ g . m . Pour tout objet Z — > D G Hg.G^, et tout a G H, 
on a (7 '. Z — Z° , on a H CZ Aut[Z], en notant [Z] l'image de Z dans le quotient. II s'ensuit une 
factorisation de i 

* ■ [W ff ,G,f/A(m)] = [W fllGl€ /Aut(m)]//fr -> ^, s , m 

qui est un epimorphisme. Pour conclure que T est un isomorphisme, il suffit de prouver que c'est un 
monomorphisme. Le champ de gauche tant un quotient, cela se reduit prouver que tt : C — > D et 
it' : C' — > D' sont deux revetement de base connexe S et si cj) : Z — > C — > D, <f>' : Z' — > C" — > D' sont 
deux clotures galoisiennes, alors on a un isomorphisme de schemas 

]J Isom G (Z e , Z') S Isom((G -> D), (C -> D')) 

06A(m) 

Dans la somme de gauche 8 £ A(m) signifie un systme de representants de Aut(m) modulo H. Le 
S'-schema Isom GjC .(Z e , Z') a pour points Isom GjC (Z e , Z')(T) = {/ : Z e x s T Z' x s T , h'f = h}. 

II est clair que Isom G (Z e , Z') qui est un sous-schema ferme de Isom(Z, Z'), est fini et non ramifie 
sur S [20], de sorte que les membres sont finis non ramifies sur S. Le lemme 6.18 montre que sur les fibres 
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geometriques le morphisme est bijectif. Pour conclure qu'on a bien un isomorphisme, il suffit de prouver 
que si C = C, le sous-schema fibre au-dessus de l'identite de C/S, soit Lb e A(m) ^ som G,c(Z e , Z') est 
isomorphe a S. II est clair qu'il y a un 6 unique tel que Isouiq c(Z e , Z') — > S est fini, non ramifie 
bijectif. II est en fait etale, done un isomorphisme. C'est local sur S, et devient clair si on passe a la 
deformation universelle comme dans la premiere partie, car elle est lisse, done reduite. 

□ 

Remarque 6.6 Pour un revetement de base S, l'obstruction a l'existence d'une G-cloture ga- 
loisienne dans le sens (6.19), est dans H 1 ^, A(m)) (voir section 6.2). 

6.5.3. Cloture galoisienne: cas des courbes (pre) stables 

La discussion precedente suggere qu'une definition alternative des revetements admissibles, les 
revetements stables, est comme suit: 

Definition 6.21. Soit m = (G,H,£) un type de monodromie. Un revetement stable de base D 
dehni au dessus du schema de base S, de monodromie m, est un revetement obtenu par factorisation 
7r : C = Z/H — ► D = Z/G d'un G-revetement galoisien 4> '■ Z — > D a donnee de ramification £. 

Le G-revetement galoisien 4> '■ Z — > D, cloture galoisienne de 7r : C —> D, doit etre vu comme un 
element structurel du revetement stable tt : C — > D. Noter que dans cette definition Z etant stable 
marquee par les points de ramification du revetement Z — > Z/G, la courbe D est en consequence stable 
marquee par les points de branchement de ir : C —> D, et C est stable marquee par les preimages 
des points de branchement de Z — > D, ces points pouvant ne pas etre des points de ramification de 
7r. D'autre part le revetement Z — > C est un ^/"-revetement galoisien stable marque par un diviseur 
//"-invariant qui en general contient strictement les seuls points de ramification de Z — > C. 

II est clair qu'un revetement stable est admissible. Du fait de l'imposibilite de recoller les uni- 
formisations galoisiennes locales un revetement stable ne sera done en definitive que localement pour 
la topologie fppf (etale suffit) de la forme 6.21. 

Definition 6.22. Soit m = (G,H,£) un type de monodromie. Un revetement stable au dessus de la 
base S, de monodromie m, est une section au-dessus de S du champ "quotient" 

[H g , GA /A(m)} = [W 9 , G , ? /Aut(m)]//# (6.32) 

Le champ de Hurwitz compactihe W 9 . 9 ',m parametrant les revetements stables de monodromie m, entre 
courbes stables marquees de genres respectifs g, g' est par definition le champ quotient Hg : g> : m = 
[H g , G ,s/Aut(m)]//H = [H g , G ,s/A(m)}. 

Soit un revetement stable tt : C — > D defini sur le corps k. On suppose qu'il derive d'un revetement 
galoisien stable tt : C — > D. Nous allons comparer la deformation formelle verselle du revetement 
admissible n : C — > D a la deformation verselle de sa cloture galoisienne 4> : C — > D, qui est aussi celle 
du revetement stable n, c'est a dire enrichi par l'uniformisation galoisienne 

</, : C A C A D 

Notons Q\, . . . , Q r les points doubles de D, et {Q a j} les points de C au dessus de Q a . Soit Q a un 
quelconque point de C au dessus de Q a . On notera que par definition les Q a ,j sont les points doubles 
de C. Notons d a l'ordre du stabilisateur de Q a , et enfin d a j l'indice ("de ramification") decrivant la 
structure locale (definition 6.15 (ii)) de n en Q a j. On a le resultat suivant dont la preuve est en tout 
point analogue au cas lisse: 
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Lemme 6.23. Sous les hypotheses qui precedent, on a d a = ppcm jd a j. 

Preuve: Le resultat decoule de la cyclicite de / = Gq , et de la condition (6.28). On a d'abord 
clairement pour tout j, d a j/q a , done ppcm{<i a »•},• divise d a . Par ailleurs la fibre tt (Q a ) = G.Q a = 
G / 1 est une reunion de i^-orbites 0\, . . . , O ra , ou Oj est la .ff-orbite des points doubles de C qui sont 
au dessus de Q a j. Soit 5j "l'indice de ramification" (l'ordre du stabilisateur) relativement a H des 
points de Oj.; on a done Sj = Le resultat se ramene en fait a prouver que pgcd(<5i, . . . , 5 Ta ) = 1. 
Notant 5 ce pged, si K est le sous-groupe de / d'ordre 5, on voit de suite que K C C\ s£G sHs -1 = 1. 
D'ou la conclusion. 

□ 

D'apres Harris-Mumford la base de la deformation universelle du revetement admissible ir : C — > D 
est ([42], p 62): 

R n = V7(fe)[[ri,...,r r .,...,T 3ff /_3 + 6,{r Q j}]]/J (6.33) 

oil T designe l'ideal engendre par les relations r a = r^j 3 , (a — 1, . . . , r; j — 1, . . . , r a ). Dans cette 
description, r„ represente le parametre de deformation du point double Q a G D; on sait par ailleurs que 
la base de la deformation universelle de la courbe marquee (D, {Q a }) est W(k)[[n, . . . , T3 g /_3+&]]. 
L'anneau R n est reduit, mais en general pas integralement clos dans son anneau total des fractions. La 
structure de peut etre precisee comme suit: 

Proposition 6.24. Posons N = 3g' — 3 + b. Pour tout entier d premier a p, soit pa C W le groupe 
des racines d-ieme de Funite. 

i) L'anneau R n est reduit, ses ideaux premiers minimaux sont les noyaux Vq des morphismes 

ip c = R n ^ W[[t u ■ • ■ , t N }}, n i ^ tf, t u » Q.jl? J 

ou, C = {d,j} G ,-/'•/ ■ r i,j = di/dij. On aVc = V? si et seulement si ('ij = dj pour des 
racines de Funite a G /z^. En particulier le nombre des ideaux premiers minimaux est 

ii) La fermeture integrale de R^ dans son anneau total des fractions est le produit de N n copies de 
W[[h,---,t N }}. 

Preuve: Posons R = W[[ti, ■ • ■ , ijv]]- Si (' et ( sont relies comme indique, il est clair que V( = 
car si ip est l'automorphisme de R tel que tp(U) = erfi, alors = iptpc- Montrons que si tp = Yl^C 
alors kenp = 0. On peut se limiter a N = f, ce qui permet de supprimer l'indice i, et de supposer 
que 1 < j < m . Posons ji = Ylf^dj, et t — t±. L'algebre R n a pour base sur W[[r]] les monomes 
n j T< ^ 3 > a j < dj ■ De la sorte un element du noyau est 
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tel que pour I > 



k,a=a± , 



la somme etant etendue aux couples (k, a) tels que kd + J2j a j r j = Si on regarde f[ . J comme 
defmissant un caractere sur le groupe fj,, le theoreme d'independance des caracteres conduit a a aj fe = 0. 

Observons que R est la fermeture integrate de l'image de tp^. Du fait que pgcd(ri, • ■ • , r TO ) = 1, 
il existe avec ej £ Z, une relation de la forme: J2j e j r j = 1j Q m entraine la relation i = EL/ 7 "/'- Le 
resultat est alors clair. De cela on tire le fait que si tp^ et ip^ ont un noyau identique, alors il y a un 
VF-automorphisme 7 de R tel que p^ = 7<£>£. Alors necessairement j(t) = et pour une certaine racine 
d-ieme de l'unite. Cela termine la preuve de la proposition 

□ 

La structure de l'anneau des deformations R % explique la non unicite d'une cloture galoisienne 
pour un revetement stable tt : C — > D defmi sur k. 

Theoreme 6.25. Un revetement admissible tt : C — > D au-dessus de k admet une cloture galoisienne, 

i.e. peut etre stabilise. Le nombre de classes de clotures galoisiennes (sous Faction de A(m)) de tt 
/TT 

est = ]J i I — 1 j— I , c'est a dire le nombre de facteurs integres de la fermeture integrale de R n . 

Dans cette correspondance, les facteurs (isomorphes a W[[t\, ■ ■ ■ , tjv]]) correspondent bijectivement aux 
anneaux de deformation des clotures galoisiennes respectives. 



Preuve: Admettons d'abord le premier point. Soit une G-cloture galoisienne Z — > C —> D de tt, 
de deformation universelle Z — > D. On sait (theoreme 5.2) que la base de cette deformation s'identifie 
a Spec (R z ), avec R z = W{k) [[h t r , t 3g /_ 3+6 ]]. Posons N = 3g' — 3 + b. SiR = W[[n, t n ]] 
est la base de la deformation universelle V de D, on peut supposer que le morphisme discriminant 
R — > Rz est donne par r a = t d ^ si a — 1, . . . , r, et T a — t a si a > r. 



La consideration de la deformation Z/H de C conduit a une factorisation R 
peut supposer que ip est donne par 



R n Rz- On 



= t a a ' j , (a = 1,. . . ,r; j = 1, . . . ,r a 



Soit une autre cloture galoisienne Z' — > C — > D, telle pour # £ Aut(m), on a un isomorphisme de 
clotures / : Z —> Z' e . Si il : Z' <— > Z' est le plongemenr canonique de Z', la consideration de (Z' ,//) 
comme une autre deformation universelle de Z, permet d'etendre / en un isomorphisme de diagrammes 

Z f - Z' e 



Spec R2 



■ SpecRz' 



Passant au quotient par H il s'ensuit un diagramme commutatif 



Specif 



■ Specif 



Speci?^ Speci?^ 
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Cela montre que les deux clotures galoisiennes conduisent a la meme classe de morphisme R v — > 
W[[£i, ■ • ■ , ijv]], done au meme facteur de la fermeture integrate. 

Prouvons la reciproque. Cela revient a supposer qu'on a en mains les diagrammes commutatifs de 
dessus, exepte l'isomorphisme / : Z — > Z' e . On peut se ramener a Rz = Rz 1 ■ De la sorte on a deux 
G-revetements Z et Z' au-dessus d'une meme base Rz, avec Z/Ti = C ®H = Z' . On sait que pour les 
clotures galoisiennes induites au-dessus de la fibre generique v (lisse) de Spec Rz , il y a 6 £ Aut (m) tel 
que Z„ = Z'J . Les courbes etant stables marquees, cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme 



global Z = Z' . Par restriction a la fibre speciale, on a obtient un isomorphisme Z = Z' de clotures 
galoisiennes de n. Pour terminer la preuve, reste a prouver que tout revetement admissible tt : C — > D 
admet une cloture galoisienne, i.e. peut etre stabilise. 

On peut dans ce but supposer qu'on a une courbe stable marquee D — > S = Spec(i?), ou R 
est un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel k, le marquage etant defini par un 
diviseur etale B — > S, et de fibre speciale D. On suppose que la fibre generique est lisse. II y a des 
obstructions a trouver un revetement admissible C — ► D, relevant C — > D. Par contre on peut trouver 
un tel revetement apres extension finie de R. Quitte a agrandir R, faisons le choix d'un tel relevement 
C — > D. Rappelons que si B = ^2jQj, cela implique l'existence de points Pij au dessus de Qj en 
lesquels est concentree la ramification. La courbe C n'est pas forcement stable marquee par les Pi.j, 
mais elle Test par l'ensemble de toutes les preimages des Qj. Soit Ck — > Ck Dk une cloture 
galoisienne de Ck — * D K , les groupes de Galois respectifs etant G et H. Quitte a agrandir si necessaire 
R, soit C — > D le modele stable marque. Du fait que C/H est stable marquee par les preimages des 
Qj, on a C/H = C, il en decoule une factorisation 

C et C = C/H 

Si on prend les fibres speciales, ceci montre que C possede une cloture galoisienne, en d'autres termes, 
qu'on peut enrichir le revetement admissible n : C — > D en un revetement stable. 

□ 

II y a un morphisme naturel de source le champ de Hurwitz ~H g ^^ m de but le champ H g g , m des 
revetements admissibles au sens de Harris-Mumford [42]. On a le resultat (comparer avec l'approche 
de [2]) 

Proposition 6.26. Hg^^m est une desingularisation (normalisation) de H^ 6 ™^. 
□ 

Le champ ?Y S)g ' jm (classifiant les revetements stables) n'est pas en general isomorphe au champ, plus 
"fin" des revetements log-admissibles (comparer avec Wewers [69]). Si la base S d'un revetement stable 
est arbitraire, on ne peut en general decrire un tel revetement comme un quotient 7r : Z/H — > Z/G, 
partant d'un G-revetement stable. On peut cependant, partant de la definition abstraite (6.8), done d'un 
objet de Ti g>g i im (S), donner un contenu plus visible a la structure d'un tel revetement. Les definitions 
de la section 6.1 relatives aux quotients, disent qu'un objet de ce champ peut etre decrit comme d'une 
part la donnee d'un recouvrement (Si — > S) de S, et ensuite pour tout i, d'un G-revetement Zi — > Zi/G 
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de base Si, Taction de G sur Zi etant fixee a une torsion pres par un element Aut (m). L'objet inclut en 
plus une donnee de descente, qui en posant Sij = Si xg Sj se ramene a une collection d'isomorphismes: 
a^i : Z^ s . . ^ Zj d \s % . verifient apres restriction a Sijj.fc l a condition de cocycle 

a k,j a 0,i = °k,i-, Qk,j0j,i = Ok,i (6.35) 

L'egalite (6.35) est a prendre a un automorphisme interieur pres par un element /i£,j,fc G H. En 
particulier, passant aux quotients par G et H , et faisant abstraction de la torsion de Taction on obtient 
un diagramme 

Zi | SiJ /H ^ Zj | Sij /H 

Z i\Sij/ G — Z o\s i4 l G 

les isomorphismes horizontaux definissant des donnees de descente sur les courbes definies locale- 
ment par (Zi/H), et (Zi/G). De la sorte on recupere par descente a 5 un revetement admissible 
C — > D, et aussi un revetement Z — > D, qui est localement un G-revetement galoisien. Pour installer 
une action globale de G, il y a lieu de passer a un recouvrement etale de S, alors dans ce cas C = Z/G 
et D — Z/G. 

6.5.4- Le morphisme discriminant: cas general 

II a ete observe dans la section 3.1 que le discriminant d'un G-revetement galoisien it : C — > D, 
entre courbes lisses, de base S, pouvait s'exprimer comme une somme avec multiplicites de diviseurs 
de Cartier relatifs etales sur S. Ces diviseurs sont les images des diviseurs (etales sur S): 

A H = diviseur des points fixes de stabilisateur egal a H 

de sorte que pour tout sous-groupe cyclique K de G, Fix(K) = J2kcc ^c- Ce fait s'etend a un 
G-revetement galoisien stable (voir remarque section 4.1), en se limitant alors a la partie horizontale 
FiXhor{K) (Proposition 4.8). Dans le cas general, c'est a dire des revetements non galoisiens, on a 
implicitement suppose la validite d'une telle description (Definition 6.21). Nous revenons sur ce point. 
Soit un revetement de base S, et degre d, qu'on peut sans perte de generalite supposer de la forme 
4> : Z^-)-C = Z/H—^D = Z/G, done de cloture galoisienne au-dessus de S, Z — > D = Z/G. Soit le 
diviseur de ramification (§ 4.6) defini par 

= Div(TT*(u D / s ) -> uc/s) (6-36) 

Le diviseur de branchement est B n = ir^(R 7V ). Notons [K] la If-classe de conjugaison du sous-groupe 
cyclique K. 
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Proposition 6.27. i) Le diviseur de ramification du revetement n : C —> D de base S, a pour 
expression 

R* = E (w^Kl ~ l ) R W (6-37) 

pour des diviseurs de Cartier relatifs R{k] disjoints et etales sur S. Le terme ^g^j represente un indice 
de ramification. 

ii) Le diviseur de branchement est B w = J2[k]£h (A ~ e H,x) B[k]i expression dans laquelle e^jf 
signifie un indice de ramification, et B[ K ] un diviseur de Cartier relatif etale sur S. 

Preuve: Preuve i) On a clairement = p*(R 7r ) + R p . Utilisant l'expression de la section (3.2) 
pour le diviseur de ramification dans le cas galoisien, c'est a dire R,p = ^2 K (\K\ — 1) Ajf, et l'expression 
analogue pour R p , on obtient de suite 

p*{R^) = R 4> -R p = Y. {\K\-\HnK\)k K (6.38) 

K,K(£H 

D'autre part les diviseurs A K , A K , ont une meme image dans C si et seulement si K' est conjugue a 
K par un element de H. Le nombre de ces conjugues est [H : Nq(K) H], et le degre de Ak sur son 
image R[ K ] est [N G (K) n H : K n H]. Comme p*p*(R n ) = \H\R 7T , il vient 

\H\R n = (\K\-\HnK\)p*(A K ) = \H\J2 (f^fW " X ) R W 

k,k£h [K] ^' 1 ' 



ii) La preuve de 6.37 en tout point analogue est omise. 
□ 

Exemple 6.7 Soit le cas du champ de Hurwitz, classifiant les revetements simples de degre 
n > 3 de P 1 , avec b = 2g + 2n — 2 points de branchement. Le groupe de monodromie est G = S n , 
et H = S n _i. Dans ce cas A se reduit a H (automorphismes interieurs). La compactification lisse du 
champ de Hurwitz-Fulton est alors W Si s n ,6(i2)/S n -i- 



Soit m = (G,H,£) un type de monodromie, et b le degre du diviseur de branchement. Le champ 
de Hurwitz H gtg > tm est comme dans le cas galoisien la source du morphisme discriminant: 

S : H g ,g',m — > Mg>,b (6-39) 

explicitement 5(ir : C — > D) = (D,B = J2^[K})- Le morphisme (6.39) est un morphisme plat, propre, 
quasi-fini et generiquement etale, i.e etale sur un sous-champ ouvert partout dense. On peut voir 5 
comme un revetement entre champs de Deligne-Mumford lisses. Sous ces conditions, il n'est pas difficile 
de definir le diviseur de ramification de 5. 
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Proposition 6.28. Soit un revetement 8 : H — > M entre champs de Deligne-Mumford Hsses sur k (un 
morphisme quasi-Rni, generiquement etale). II existe un diviseur de Cartier effectifTZ C Ti (le diviseur 
de ramification), tel que 

uj h ^5*{uj m )®0{U) (6.40) 

Preuve: Le champ Ti (resp. Ai) etant lisse, de dimension TV disons, le faisceau localement libre 
^n/k (°- e ran § N) est defini (resp. Q^ fe ). Soit q : V — > M. un atlas. Formons le 2-produit fibre 



n 



Hx M U 



■M 



V 



avec Heches verticales etales surjectives. Si U — > H x M U est un atlas, de sorte que le morphisme 
compose p : U — > Ti est un atlas de 7i, on obtient le carre 2-commutatif 

s 



(6.41) 




Le morphisme a : U — > V est quasi-fini, generiquement etale, par consequent le conoyau fi^ v de 
da : a*(Qy/ k ) — > 0^ fe est de torsion. Noter que a* une injection. On peut former R = Div^^^), qui 
est un diviseur de Cartier effectif de U, definissant de maniere evidente un diviseur de cartier 1Z sur 
H. Dans la situation de (6.39), si C — > D est un revetement, avec r points doubles sur D, on decrit 
la struture locale de 1Z comme suit. Soit k[[t±, ■ ■ ■ , t r , ■ ■ ■ , t^]] ^ k[[r\, ■ ■ ■ , r r , ■ • ■ , rjy]] le morphisme 
induit entre les bases des deformations universelles respectives, avec ti 
j > r. II est clair que l'equation locale de 1Z est Y\i 



T Ci si 1 < i < r, et tj = tj si 



Si— l 



e 4 >l 



□ 



7. Graphes et revetements. 



Dans cette section le champ de Hurwitz 7Y 5i g,C) ou l'espace modulaire de Hurwitz H 9iG ^, est etudie 
d'un point de vue combinatoire. Rappelons (section 6) que les points du bord dTL g .G,£ = 7~t g ,G,£—7~L a ,G,£ 
(resp. dHg t G,^) sont represented par les courbes stables munies d'une action stable de G (resp. par les 
classes a isomorphisme G-equivariant pres). 
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7.1. Graphes modulaires de Hurwitz 

La combinatoire d'une courbe prestable se decrit commodement a l'aide du graphe dual, appele 
aussi graphe modulaire [53]. Fixons les notations utilisees dans cette section. Dans la suite un graphe 
est un graphe fini. 

Definition 7.1. ( [53]) i) Un graphe (fini, combinatoire) F est la donnee de: 

i) un ensemble T (de demi-aretes) muni d'une involution r : T — > J- 

ii) un ensemble V de sommets et d'une application bord (ou incidence) : d : T — > V. Si e G T , d(e) 
est le sommet (initial) de e. 

Les orbites a deux elements de r constituent les aretes geometriques du graphe, tandis que les points 
fixes de r correspondent aux feuilles (ou pattes) du graphe. En modifiant legerement la terminologie, 
on a ainsi une partition T = £ U£, £ (resp. C) etant l'ensemble des aretes orientees (resp. des pattes). 
La valence d'un sommet c est le nombre v(c) des demi-aretes incidentes a ce sommet. Si on ignore 
l'involution r, on obtient l'ensemble des drapeaux J-l(F), c'est a dire des couples (v, e) G VxJ-, d(e) = v. 

Un graphe modulaire est un graphe T, muni en plus de la donnee d'une application g : V — > Z>q. 
Le graphe modulaire est dit stable si pour tout sommet c tel que g(c) = (resp. g(c) = 1), on v(c) > 3 
(resp. v(c) > 1). Le graphe modulaire T est marque si les pattes sont indexees. 

Un isomorphisme F T' est la donnee d'un couple de bijections / : JF — > T' , h : V — > V, tel que 
/i9 = 9/, et /r = r'f, pour les graphes, avec en plus la condition g'h = g pour les graphes modulaires 
12 . Ainsi, si F est un graphe (modulaire), on peut definir le groupe Aut(r), et parler d'une action du 
groupe fini G sur le graphe (resp. graphe modulaire) F. Sous ces conditions, il n'est pas difficile de 
definir le graphe (resp. graphe modulaire) quotient F/G. II est defini par les ensembles T/G, V/G, et 
les applications deduites de r,d, par passage au quotient. II y a un morphisme de graphes r — > F/G, 
naturellement induit par le passage au quotient dans les ensembles T et V. Dans la suite on notera 
par la meme lettre, dans la mesure oil cela n'induit pas de confusion, un graphe modulaire et le graphe 
(ordinaire) sous-jacent. La definition (7.1) conduit a la definition du graphe modulaire F(C) associe a 
une courbe prestable marquee (C,P) [20], [53]. 

Rappelons cette definition. L'ensemble P est dans cette construction l'ensemble des piqures, ou 
points marques de C. Soit {Ci}i e i l'ensemble des composantes irreductibles de C, ou ce qui est la meme 
chose l'ensemble des composantes {Ci} de la normalisation C de C. Soit aussi {& a }aeA l'ensemble forme 
des branches (points de C) en les differents points doubles de C, augmente des points marques. De 
maniere equivalente l'ensemble des points de C qui se projettent sur un point double, ou bien un point 
marque. Le graphe (dit dual) F(C) est alors defini par 

i) T = A, V = I, 

^ Si pour toute demi-arete, f(e) 7^ t(&), I'automorphisme f est dit sans inversion. Nous ne considererons dans la suite que 
des automorphismes sans inversion. Noter qu'il est possible de definir plus generalement un morphisme de graphes F — > A 
[6]. C'est encore la donnee d'un couple d'applications / : J~y — ► -?"A; h '■ Vr — > Va avec les relations de commutation 
analogues. 
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ii) t(6 q ) = bp ssi b a ^ bp sont les deux branches d'un meme point double, ou alors r(b a ) = b a , et 
dans ce cas b a est un point marque, 

iii) db a = d ssi b a est une branche d'un point double, ou bien un point marque, situe sur la 
composante Cj, 

iv) g(Ci) est le genre geometrique de Ci (le genre de Ci). 

De maniere alternative on peut voir les demi-aretes comme des aretes orientees. Ce qui revient 
a dire que les aretes geometriques sont dedoublees, en une arete orientee et l'arete opposee (graphes 
epais 13 ). Dans cette description les piqures (les pattes du graphe) sont alors vues comme des aretes 
orientees depourvues d'aretes opposees. L'involution r, que nous noterons aussi a — > a, renverse de fait 
l'orientation des aretes, et fixe les pattes. Notons pour une composante Ci, li le nombre des branches 
d'origine Ci, et hi le nombre des piqures d'origine Ci. De sorte que la condition de stabilite s'ecrit de 
maniere equivalente, si g z = g(Ci) est le genre : 



Rappelons aussi la relation bien connue qui donne le genre arithmetique de la courbe C, supposee 
connexe, en fonction des parametres contenus dans le graphe dual [52], c'est a dire le nombre d de 
points doubles (aretes geometriques), et le nombre de sommets s: 



Revenons maintenant a la situation d'origine, done C est une G-courbe stable. II est clair que 
G agit de maniere naturelle sur le graphe modulaire Y = Y(C). Du fait de la stabilite de Taction, G 
agit sans inversion, i.e. pour toute branche a, et tout a € G,a ^ 1, (T ( a ) 7^ II n'est pas difficile 
d'implementer sur Y la donnee de Hurwitz. Plus precisemment on attache a chaque element de T une 
decoration materialised par un couple (H, %), l'holonomie, H etant le stabilisateur (cyclique) soit d'un 
point non-singulier, soit d'une branche, et % etant le caractere de Taction de H sur Tespace tangent du 
point distingue . De plus si T arete e est decoree par (H, \) , alors l'arete opposee e ^ e est decoree par 
(H, x 1 )- Si on ne regarde que les classes de conjugaison des decorations qui de fait sont constantes sur 
les G-orbites on obtient en particulier la donnee de Hurwitz. En resume, appelons graphe modulaire 
de Hurwitz, un graphe modulaire muni d'une action sans inversion d'un groupe fini G qui satisfait aux 
conditions precedentes. Pour une arete, ou patte, decoree par le couple (H,x), on parlera de ce couple 
comme etant l'holonomie. L'holonomie en ge est (gHg^ 1 , 9 %) (§ 2.2.1). Ce qu'on doit comprendre 
comme isomorphisme de graphes modulaires de Hurwitz est clair. 

Definition 7.2. On appelle graphe modulaire de Hurwitz associe au revetement galoisien stable C — > 
D, le graphe modulaire Y = Y(C) muni de Faction de G, et decore par les caracteres locaux attaches 
aux orbites de points de ramification (points speciaux) et branches de C. Le graphe est marque si les 
orbites de pattes sont indexees. 

Soit Y un graphe modulaire de Hurwitz attache a (g,G,£). Un G-revetement tt : C — > D est dit 
de type Y, si Y(C) S Y. 

On utilisera une notation identique pour le graphe modulaire de Hurwitz du revetement tt : C — > D 
et le graphe modulaire de la courbe C. Les graphes seront comme les revetements, marques. 



Dans un graphe epais, on impose un ordre cyclique sur les aretes incidentes en un sommet. 



2g, t - 2 + hi + k > (i = 1, . . . , s = Card/) 



(7.1) 




(7.2) 
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7.2. Graphes de groupes et revetements de graphes 

Notre objectif est de decrire T, partant du graphe quotient, qui est est un graphe ordinaire A = 
Y/G, et d'un morphisme de monodromie, defini dans le but d'assurer la validite du dictionnaire usuel. 
La theorie de Bass [6] des revetements de graphes, est particulierement utile pour mener a bien ce 
programme. 

7.2.1. Graphes modulaires quotients 

Soit C une courbe stable marquee definie sur k, munie d'une action stable de G, done C est marquee 
par un diviseur G-invariant contenant le diviseur des points de ramification (§4.3). Soit Y = T(C) le 
graphe modulaire de Hurwitz attache a C (Definition 7.2). Notons pour debuter la remarque elementaire 
suivante: 

Proposition 7.3. Le graphe quotient A = T/G possede une structure canonique de graphe modulaire 
de genre g' , a b piqures. II s'identihe au graphe modulaire de la courbe stable marquee D = C/G. 

Preuve: Par definition du graphe combinatoire quotient [6] 

V(A)=V(r)/G et F(A)=F(T)/G (7.3) 

L'action de G commute avec l'involution rp, celle-ci induit done une involution sur l'ensemble quotient, 
definissant ainsi la structure du graphe quotient A. Noter aussi que les piqures (points fixes de ta) du 
quotient, sont les images des piqures de Y. Pour finir de decrire A comme graphe modulaire, il faut 
assigner une valeur g' a ponderant le sommet v' a associe a la composante D a de D. Par convention, g' a 
est le genre (geometrique) de D a . II est clair que g' a s'exprime en fonction des seules donnees de T. 
Soit une composante C, de C, d'image D a , et soit Gi le stabilisateur de Cj, i.e. du sommet Vi de T. 
Done D a = Ci/Gi. L'expression cherchee est la formule de Riemann-Hurwitz, appliquee au revetement 
Gi — > D a : 

2g t -2=\G l \(2g' a -2)+Y,Bx 

x 

ou les B\ sont les contribution des points de branchement, contributions dependantes de la seule 
combinatoire du graphe de modulaire de Hurwitz T. II est facile de prouver que Ton definit ainsi une 
structure de graphe modulaire (quotient) sur A. Le dernier point est clair. 

□ 

Pour eviter toute confusion avec d'autres definitions de revetements de graphes 14 , insistons sur le 
fait que Taction de G sur les sommets et aretes n'est dans cette definition pas necessairement libre, 
le quotient Y — > Y/G est done a prendre dans le sens d'un revetement ramifie. Avant de discuter en 
detail le cas general, il peut etre utile de traiter deux cas particuliers importants; ce sont les graphes 

14 

On peut exiger, ce qui n'est pas le cas dans notre definition, la propriete de relevement des chemins (revetements non 
ramifies). 
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modulaires de Hurwitz qui sont associes aux composantes de codimension un du bord de H 9; g,£j ou de 
l'espace modulaire grossier de meme nom. Ce sont les deux cas pour lesquels A n'a qu'une seule arete 
geometrique, A est done soit un segment, soit une boucle. 

• A est un arbre 

Du fait de cette hypothese, il est bien connu que la projection r — > A admet une section [6]; nous 
noterons pour simplifier par la meme lettre A l'image d'une section supposee choisie. Notant toujours 
V l'ensemble des sommets, et T l'ensemble des aretes orientees, nous noterons pour simplifier a £ Y 
au lieu de a £ J 7 , meme chose pour les sommets; la notation est analogue pour A. On a alors les 
identifications 

T = □ G/H a et V = □ G/G v (7.4) 

aGA u£A 

On note G v le stabilisateur du sommet v, et H a le stabilisateur de l'arete (orientee, ou geometrique) 
a. Decrivons la relation d'incidence. Si e est une arete d'extremites g\Vi et #2^2 1 il existe alors a £ A 
tel que e = ga £ Ga; alors g~ 1 giVi = v\ et g~ 1 g 2 v 2 = v 2 . Cela montre que l'ensemble des aretes 
d'extremites g\V\ et g 2 v 2 est en bijection naturelle avec les classes gH a , a etant l'unique arete de A 
joignant V\ et v 2 , qui verifient l'inclusion gH a C g\G Vl ng 2 G V2 . 

Exemple 7.1 (Le peigne) 

Detaillons le cas particulier ou F est un "peigne" , ce qui correspond a choisir A sous la forme d'une 
etoile a k > 3 branches. Les notations pour A sont: 

• vq est la racine de l'etoile, qui est un sommet de valence k 

• v\, . . . , Vk sont les sommets terminaux des /c-branches. 

On doit installer sur A une structure de graphe modulaire, et implementer la donnee de Hurwitz. 
Pour la structure de graphe modulaire, on pose go = gi = ■ ■ ■ = gk = 0. La donnee de Hurwitz dans 
cet exemple est du type " Harbater-Mumford" [16], [30], e'est a dire de la forme 

k 

£ = £([#*, Xil + I^X- 1 ]) (7.5) 

i=l 

La forme specifique de la donnee de Hurwitz impose a chaque sommet v\, . . . ,Vk d'etre la source de 
deux piqures. En effet si est une composante de C au-dessus du brin d'indice i de D, alors C{ — > P 1 
est ramifie en trois points au plus. La forme de la donnee de ramification impose que le nombre de 
ponts de branchement est deux, le point double etant d'isotropie triviale. 



> 
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Pour decrire la structure de graphe de Hurwitz sur T, choisissons un sommet s; au dessus de Uj 
(i — 0, . . . , k), et posons Hi = G Si ; notons que necessairement H = 1. Observons aussi que G est en 
consequence engendre par la reunion des H l . On obtient finalement la description suivante de T: 

k 2k 

y r = ( U G/Hi) |J G, Fr = \J G ( 7 - 6 ) 
i=i i 

Notons que le genre g de C est donne par 

k 

g = 1 + kCardG ~Y^[G ■ H,} (7.7) 

i=i 



Exemple 7.2 (Le segment) Dans cet exemple, A est un segment de sommets v\ et t>2, et d'aretes 
orientees e et e, e pointant vers v 2 - 

• < • 

On releve A en un segment de T de sommets s\ et s 2 , de stabilisateurs respectifs G\ et G-i. L'arete 
orientee a releve e: soit i7 le stabilisateur de a, alors C G\ n (^2, et la connexite impose que Gi U G 2 
engendre G. La description du graphe (ordinaire) T est aisee: on a 

= G/H x {±1}, V r = G/G!|jG/G2 (7.8) 

Une arete geometrique est dans ce modele representee par un element de G/H; l'arete gH joint les 
sommets giGi et g-iGq. ssi gH c ffiGi n 52G2. L'involution est donnee par r(gH, e) = (^iJ, — e). D'une 
maniere plus geometrique, supposons que les composantes C\ et C 2 correspondent a Si et s 2 . Posons 

Indg 1 (Ci) = CiX Gl G (7.9) 

Cela signifie qu'on effectue le quotient de Gi x G par Faction de G\ : a(x,g) = (ax, ga^ 1 ). Le resultat 
est une courbe avec [G : G\] composantes irreductibles disjointes, toutes identiques a Gi, et munie de 
Taction de G donnee par g[x, h] = [x, gh}. La courbe G est alors de la forme 

G = Indg i (G 1 )Vlndg 2 (G 2 ) (7.10) 

expression dans laquelle V signifie que l'on recolle les deux facteurs en identifiant des paires de points, 
selon la combinatoire des aretes de T. Les points doubles forment une unique G-orbite; soit p G C\ R G2 
l'un d'eux, d'isotropie H. Si H agit sur la branche Gi par le caractere Xi et sur la branche G 2 par \ X 
(stabilite oblige), alors la donnee de Hurwitz £ de Taction de G sur G s'obtient par ( = fi + 6) ou on 
suppose que la donnee definie par Taction de G\ sur C\ est £1 = £1 + [H, x], et celle definie par Taction 
de G 2 sur G 2 est £ 2 = + [^>X -1 ]- La combinatoire est done totalement contenue dans la donnee 
(Gi, G2, H, x, £1, £2)- Noter qu'il n'est pas necessaire de s'assurer que le genre g de G est celui fixe 
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initialement. En effet le genre resulte de la donnee du genre g' = g[ +g' 2 de la base D = C\jG\ V C2/G2 
joint a la donnee de Hurwitz. On a done si est le genre de Cj l'egalite 

g = [G : Gi] fl i + [G : G 2 ] ff2 + [G : H] - [G : G l ] - [G : G 2 ] + 1 
Exemple 7.3 (La boucle) 

Si A est une boucle, alors G est une "extension " HNN. On distingue deux cas selon que Y a, ou 
n'a pas de boucle. Traitons d'abord le second cas: 

• On suppose que Y ne contient pas de boucle, et que A = Y/G se reduit a une boucle. Alors Y 
est defini par la donnee (a conjugaison pres) par un triplet (Go,H,g ) forme de deux sous-groupes H 
et G de G, H etant cyclique, et H C G C G, et d'un element g G G, g G - G . On impose a cette 
donnee les conditions g a Hg^ 1 C G et G U {<7 } engendre G. II est facile de voir qu'on reconstruit le 
graphe Y en posant: 

T v = (G/H) x {±1}, V r = G/G (7.11) 

L'involution r est comme dans l'exemple 7.2 la multiplication par —1 sur le facteur de droite. L'incidence 
est donnee par 

(aH, +1) -> (aG , ag G ) , (aH, -1) -» («5oG , aG ) (7.12) 

en particulier dimHi(Y) = [G : H] — [G : Go] + 1. Par exemple, si Go = 1, alors G est cyclique engendre 
par go, et Y est un n-circuit, avec n = CardG. Par construction il y a dans Y une seule orbite de 
sommets, soit v l'un d'entre eux et soit Go le stabilisateur de v. Si Go est la composante representee 
par v, la donnee de Hurwitz definie par Taction de G sur G est de la forme 

£ = Z+[H, X ] + [H, X - 1 ] £R+(Go) (7.13) 

L'hypothese de stabilite de Taction qui impose aux caracteres locaux en v et gov d'etre opposes, ajoute 
une contrainte sur a savoir x(9o ls 9o) — X _1 ( s )> ( s G H). 

• Reste le cas oil Y contient une boucle; il est facile de voir que dans ce cas Y n'a qu'un seul 
sommet, et que toutes les aretes sont des boucles, i.e. Y est une fleur a m > 1 petales. 

7.2.2. Revetements ramifies de graphes (Bass [6]) 

Pour reconstruire le graphe Y partant du quotient A, et d'une donnee additionnelle a definir, on 
compense le fait que Taction de G n'est pas supposee libre, par une structure de graphe de groupes sur 
le graphe quotient A (theorie de Bass-Serre: [6], et les references contenues dedans). 

Rappelons qu'un graphe de groupes A (tous les graphes sont finis), est la donnee d'un graphe A, 
tel qu'a chaque sommet v (resp. a chaque arete orientee e) est associe un groupe (fini) G v , (resp. un 
groupe H e ); si e pointe vers v, on a un morphisme injectif d\ : H e —> G v , cette donnee etant telle que 
H e = H-. On pose — <9i. On definit alors le groupe fondamental d'un graphe de groupes A de la 
maniere suivante (loc.cit) 



83 



Definition 7.4. Soit F A le groupe libre de base l'ensemble des aretes orientees T A ; choisissons aussi 
un arbre maximal T C A. he groupe fondamental 7Ti(A;T) est defini comme etant le quotient du 
produit libre F A * par ie sous-groupe distingue engendre par les relations 

e = 1 si e G T , ee = 1 (eel 1 ), et e0*(/i)e = (e G A, /» G # e ) (7.14) 

Le groupe 7Ti (A; T) ne depend pas, a isomorphisme pres, du choix de T. On a la description 
alternative suivante du groupe fondamental [6]; appelons chemin de A une suite 

1 = (9o,ei,gi,.-.,e n ,g n ) (7.15) 

ou (ei, . . . , e„) est une chemin "ordinaire" , designant le sommet terminal de (done aussi le sommet 
initial de e i+1 si i < n), a etant le sommet initial de e\, on a gr, G G aj , (0 < i < n). Si a = On>7 est 
un lacet en v = a . Ceci etant, on forme le groupe des chemins 

ir(A) = [(* v G v )*F A ]/R (7.16) 

R designant le sous-groupe distingue engendre par les relations 

ee = 1 (e 6 A) , edl(h)e = d°{h) (e£A,h£ H e ) (7.17) 

Si 7 est le chemin (7.15), on pose 

111 = ffoeiffi . • .e n g n G tt(A) (7.18) 

Les elements (7.18), lorsque 7 est un lacet env — do, forment un sous-groupe note 7Ti(A, v). On montre 
alors [6] que la surjection 7r(A) — > 7Ti(A,T), restreinte au sous-groupe 7Ti(A,v) est un isomorphisme 

7Ti(A,i;) S7Ti(A,T). 

Formons A = Y/G le graphe quotient, et soit p : Y — > A le morphisme quotient. On sait munir 
A d'une structure de graphe de groupes, structure qui capture les informations sur Taction de G, i.e. 
definissant sur A une structure "d'orbifold" [6]. Disons seulement, et cela sera suffisant pour la suite, 
que si s est un sommet de A, alors le groupe G s est essentiellement le stabilisateur d'un sommet v G Y 
tel que p(v) = s; definition analogue pour H e si e est une arete de A. La construction necessite le choix 
de sections de p au niveau des sommets et aretes. On notera dans la suite Y / /G le graphe A muni de 
la structure de graphe de groupes quotient. On a besoin du resultat suivant de Bass-Serre (Bass [6], 
Theorem 3.6): 

Theoreme 7.5. II existe une surjection naturelle ip : tt\(Y/ /G) — > G, appelee morphisme de mon- 
odromie, telle que kerip = 717 (r) (groupe fondamental du graphe ordinaire quotient). 

□ 

La definition de if) mime la definition usuelle de Faction de monodromie. Noter que par simplicite 
on ne fait pas reference aux sommets de base. Le theoreme 7.5 dit qu'on peut reconstruire le graphe Y 
muni de Taction de G, partant de la structure de graphe de groupes sur A — Y//G, et du morphisme 
de monodromie, comme dans le cas classique. Le graphe Y apparait comme le quotient du revetement 
universel de Y//G par 717 (r). 
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Definition 7.6. Sous les hypotheses precedentes, notons D le sous-groupe distingue de G engendre par 
les stabilisateurs des sommets (sous-groupe de decomposition) , et notons I le sous-groupe distingue 
engendre par les stabilisateurs des aretes (sous-groupe d'inertie). 

On a done I <\D <\G. On peut preciser la structure du groupe fondamental ordinaire de A = T/G, 
comme suit: 

Proposition 7.7. II y a une surjection naturelle 4> : m(T/G) — > G/D, qui conduit a une suite exacte 

7ri(r) — > m(T/G) — > G/D — ► 1 (7.19) 

Preuve: Definissons d'abord le morphisme (f>. Soit a G T un sommet, et posons a = p(a ). Si 
7 = (ei, . . . , e n ) represente un lacet de A base en a , on peut le relever en un lacet 7 = (ei, . . . , e n ) 
d'origine a . Soit s le sommet terminal de l'arete e n ; alors p(s) = p(a ). II y a done g G G tel que 
s = gao On doit verifier que la classe de g modulo D ne depend pas du relevement choisi. Soit en effet 
(e^, . . . , e' n ) un autre choix de relevement; il y a g\ G G, e\ = g\C\. L'action de G etant sans inversion, 
51 ao = ao, done g\ G D. le relevement (ei,g\e' 2 , . . . , g\e' n ) differe de (ei, . . . , e n ) par au plus (n — 1) 
aretes. Par une recurrence immediate, on peut supposer que si s' est le sommet terminal de e' n , alors 
pour le sommet terminal de gi e' n , on a g\s' G gDa^. On en tire immediatement que s' G gDa a , et 
done g et g' sont dans la meme classe modulo D. Le morphisme 4> assigne a 7, la classe modulo D de 
l'element g ci-dessus. La verification du fait que le morphisme (f> est bien defini est evidente. 

On sait par ailleurs que si R est le sous-groupe distingue de G engendre par les sous-groupes 
G s , s G T//G, alors 

7T 1 (T//G)/R 7n(r/G) 

La construction montre qu'en fait <fi coincide avec le morphisme deduit de tp par passage au quotient 
par les groupes R et D respectivement. Cela a pour traduction un diagramme commutatif: 

1 k 7n (r) ^!(r//G) — ± — k g .1 

(7.20) 

n 1 (r//G)/R 7ri(r/G) 1 +G/D 

De ce diagramme on tire un morphisme compose 6 : 7Ti(r) — > 7Ti(r/G) qui n'est pas autre chose que le 
morphisme canonique deduit de p, et aussi l'egalite tp(R) = D. La conclusion vient alors immediatement 
d'une chasse au diagramme. 

□ 

Passant a l'homologie, la suite exacte 7.20, donne immediatement comme corollaire: 
Corollaire 7.8. Sous les hypotheses precedentes, on a une suite exacte canonique: 

ffi(r,Z) — > ffi(r/G,Z) — > (G/D) a6 — > 1. (7.21) 

□ 
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7.3. Groupe de Picard et revetements 

7.3.1. Sous-groupes de decomposition et d'inertie 

La proposition 7.2 admet une interpretation geometrique simple lorsque T est le graphe dual 
(modulaire) d'une courbe prestable, sur laquelle le groupe G agit stablement. Soit C une telle courbe 
(definie sur le corps algebriquement clos k) , de composantes irreductibles C\ . . . , C s , de sorte que s 

represente le nombre d'aretes geometriques de T. Soit la normalisation C = ( |^ Ci — > C de C. On 

considere C comme munie de Taction induite de G; meme chose pour T. On note G t le stabilisateur de 
Ci] si p est un point double, on notera G p son stabilisateur (cyclique). Soient comme dans la section 
precedente les sous-groupes distingues D et I (de decomposition et d'inertie). On notera pour simplifier 
l/" 1 (r) le groupe i7 1 (r,Z). Rappelons tout d'abord la description bien connue du groupe de Picard de 
C; on le decrit au moyen de la suite exacte 

1 — ► H 1 (r) k* — > Pic (C) — > Pic (C) = Yl Pic (Ci) — >1 (7.21) 

i 

Considerons la courbe quotient D = C/G, qui est prestable, et soit n : C — > D = C/G le morphisme 
quotient. Une suite exacte analogue a celle utilisee pour decrire Pic(C), appliquee a Pic (C/G), conduit 
a un diagramme commutatif 

1 H\r)®k* Pic(C) l\.Pic(Ci) -1 

(7.22) 

1 H 1 (V/G) ® k* Pic (C/G) n, Pic (Ci/Gi) 1 

dans lequel les fleches verticales sont induites par les morphismes quotients respectifs, notes n. On peut 
noter que la fleche verticale de gauche, c'est a dire ir*, est celle qui derive du morphisme de graphes 
tt : T -> V/G. 

On va preciser le contenu du diagramme (7.22) en etudiant la suite exacte formee par les noyaux des 
fleches verticales. Si A est un groupe fini, on notera A le groupe des caracteres, soit A = Horn (A, k*), 
sous entendu que Card A est premier a la caracteristique de k. Le resultat suivant est important pour 
la suite: 

Theoreme 7.8. Le sous-groupe d'inertie de (Ci,Gi) etant note Ii, la suite exacte des noyaux du 
diagramme precedent s'identifie canoniquement a: 

1^gJd^G/I^I[G~/T 1 (7.23) 

i 

Preuve: La preuve utilise la structure naturelle de G-faisceau supportee par 7r*(0c) sur C/G. 
Du fait de la presence de points doubles (eventuels) avec un groupe d'isotropie non trivial, ce faisceau 
n'est pas en general localement libre, il est seulement de type fini et sans torsion. Cependant comme la 



IK 



86 



ramification est moderee, on a toujours une decomposition en facteurs isotypiques (voir §3.2): tt*(Oc) = 
® X £irrep{G) Ac ® designant l'espace supportant la representation irreductible x, et £ x etant un 

faisceau sans torsion donne par 

C x = ^{O c ®V x ) (7.24) 

Analysons plus en detail cette decomposition au voisinage d'un point double q = ir(p) de D = C/G, le 
point double p etant de stabilisateur H. Apres localisation, et completion, on est amene a decomposer 
n*(Oc)q en tant que {Oo,q,G)- module. La decomposition suivante est immediate: 

MO c )q Ind%(d c , P ) (7.25) 

On est de la sorte ramene a supposer que Oc, P = k[[x,y]]/(xy), et que Taction sur les deux branches 
d'un generateur a G H de H , soit reduite a la forme usuelle, <r(x) = C,x , cr(y) = C y, pour une certaine 
racine de l'unite d'ordre e = Cax&H. Ainsi, si on pose u = x e , v = y e , on a Oo,q = k[[u,v]]/(uv). La 
decomposition cherchee est alors totalement explicite 

Oc, P = d D , q {®(xt,y e -*)6 D>q ) (7.26) 

3 = 1 

oh le symbole tilde designe la normalisation. Notons fij la representation de degre un de caractere 
Hj(a) = C J , de sorte que la decomposition (7.26) equivaut a 

e-1 

Oc, P = d D , q ( H ® 6 D , q ) (7.27) 

Cela donne finalement 

e-1 - 

7r,(a c ) 9 ^ a Ag ®indg(i H )0(0a Ag ®indg( Mi )) (7.28) 

De cette decomposition on extrait le fait que le facteur £ x est sans torsion de rang egal au degre 
de x- P ar reciprocity de Frobenius un caractere irreductible de G apparait dans Ind^(/Xj) que si la 
restriction de x & H contient fij. On voit ainsi que C x est localement libre eng = n(p) si et seulement si 
la restriction de x a H est le caractere trivial. 15 En particulier, C x est localement libre si et seulement 
si x est non ramifie, signifiant par definition x(7) = 1, i.e. x est trivial sur le sous-groupe d'inertie. 

Pour terminer la preuve, on montre d'abord que le noyau de ir* : Pic (C/G) — > Pic(C) s'identifie 
canoniquement a G/I. C'est un fait bien connu, du moins dans le cas lisse. Adaptons la demonstration 
aux conditions de la presente situation. Soit C un element du noyau, de sorte que 7r*(£) = Oc definit 
une G-linearisation de Oc- La courbe C etant reduite et connexe, une telle linearisation est definie par 
un caractere x de G. Soit alors Oc(x)i le faisceau structural de C, ainsi G-linearise. On a sous ces 
conditions 

C = ^K*(C) = TT, (O c (x)) = £ x 



15 



La decomposition 7.28 montre en fait que (/2 x )q = O^) q © (Od.ij) S | avec T — (1, x) H ■ 
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Noter qu'alors \ est non ramifie. Inversement, si x est un tel caractere, on a un morphisme canonique 
7r*(C x ) —> Oc, entre faisceaux inversibles qui est un isomorphisme sur un ouvert dense, done un 
isomorphisme. Cela prouve que le facteur isotypique £ x de la decomposition (7.23), dans le cas ou 
e'est un faisceau inversible, e'est a dire si x es ^ non ramifie, est dans le noyau de it*. L'identification 
cherchee est sous une forme explicite \ € G/I ~> C x . Le meme argument applique aux composantes 
Ci de la normalisation donne 

kervr* : Pic((7 l /G l ) — > Pic(Ci) = G~[l % (7.29) 

Le resultat decoule alors, apres identification, de la suite exacte des noyaux. 
□ 

Corollaire 7.9. Le facteur isotypique C x de la decomposition (7.23) est localement libre (de rang egal 
au degre de x) si et seulement si x est non ramifie, soit x(I) = 1- 

□ 

Remarque 7.4 Le corollaire precedent apporte une reponse equivalente a l'alternative qu'on 
rencontre usuellement lorsque dans une compactification, un faisceau inversible degenere lors d'une 
specialisation en un point du bord. Pour comparaison avec l'etude du bord de l'espace modulaire des 
courbes a spin, probleme au parallelisme frappant, la correspondance avec la terminologie employee par 
Jarvis [42], [43] est 

f non ramifie si x est R-R (Ramond-Ramond) 
6S \ ramifie si x es t N-S (Neveu-Schwarz) 



7.3.2. Faisceaux sans torsion de rang un et revetements stables 

Soit p : D —> S une courbe prestable. Un faisceau coherent E sur D est dit sans torsion de 
rang n, relativement a S, si E est plat sur S, et si sur chaque fibre D s , le faisceau induit E s est sans 
torsion de rang n. En particulier E est localement libre sur l'ouvert de lissite de p. Un theoreme de 
Faltings ([31] Theorem 3.5, voir aussi [43]) precise la structure locale de E en un point singulier, point 
en lequel E n'est pas libre. Pour decrire le resultat on peut choisir des coordonnees locales le long des 
branches, et supposer que E est un module sans torsion de rang n sur l'anneau local noetherien complet 
A = R[[x, y]]/ (xy — tt), ou R = O s et tt € Mr. Si A = A k, alors on sait que 

E ® k = T © T (r + s = n) (7.30) 

Comme indique dans [31], on peut se limiter au cas n = s. La construction d'une deformation verselle 
de A n est comme suit. Noter que seul le cas n = 1 sera en fait utilise. Supposons que P,Q G M n (R) 
sont deux matrices nxn, telles que P.Q = Q.P = irl n . Definissons deux matrices 2n x 2n, a coefficients 
dans A, par 

fx.l P \ f y.l -P\ 

~ \ Q y.i)' ~\-Q x.i) 
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Alors 3"!' = *<J> = 0, et E(P,Q) = ker* = Im3> est sans torsion de rang n, de reduction A™. 
Reciproquement, tout module sans torsion de rang n, de reduction A™, est isomorphe a un E(P,Q). 
On peut prouver (loc.cit) que si P = Q = (mod M)u, alors le couple (P,Q) est determine a la 
transformation pres 

P> = UPV-\ Q' = VQU- 1 (U, V G GL n (R)) 

Revenons a un G-revetement galoisien stable ir : C —> D au-dessus de la base S = Spec(i?), l'anneau 
R etant local noetherien complet. Soit P G C un point double de la fibre speciale, et soit Q = ft(P)- II 
s'agit de decrire selon les termes de la construction de Faltings, le module sans torsion E = {k*(Oc))q, 
de rang n = \G\. Soient x,y des coordonnees locales le long des branches en P, telles qu'un generateur 
r du stabilisateur H de P agisse par r(x) = (x, r{y) = (,~ l y, pour une certaine racine e-ieme de l'unite. 
On peut supposer que A = Ocp = R[[x,y]]/(xy — n) (tt G Mr), en consequence B = A H = Ovq = 
R[[u,v]]/(uv — 7r e ), avec u = x e , v = y e . Un element £ G A admet une ecriture unique de la forme 

£ = f(x)+g(y), f(x) G R[[x]],g(y) G yR[[y}} 

II est facile de voir que le facteur isotypique de caractere £ a de A, est le sous B-module C a forme par 
les elements de la forme 

x a f(u) + y e - a g(v), (/ G R[[u}}, g G R[[v]}) 
II est aise d'identifier ce module; on note dans la suite (3 = e — a. 

Lemme 7.10. Le module C a est le conoyau de Vapplication B 2 — > B 2 definie par la matrice = 



U 7T" 
TT 13 V 



; il est en particulier sans torsion de rang un, et C a = £{ir a , tt 13 ). 



Preuve: Soit Vapplication : B 2 — > A definie par la matrice (y@ ,—x a ). On a clairement 
ty.Q = 0. Montrons que kerip = Im$. Soit (/, g) G B 2 tel que y 13 f — x a g = 0. Ecrivons f et g sous la 
forme 

"/ = /+(«) + ao + /-(«) 
,9 = 9+{u) + b +g-{v) 

les series /+,/_, g+,g~ etant sans terme constant, et a ,b G R. Un calcul elementaire montre que 
Vequation y 13 f — x a g = implique les deux egalites: 

{ 9+ (u) = ^f + (u)-b 
\f-(v) = ^g-(v)-ao 

En posant <f>{u) = , ip(v) = on °°tient bien que 

f\ = (u 7T«\/0(W) 

g v J UW 



□ 

En utilisant les notations de dessus notons que 



/e-l N 

Ocp = DtQ E(n a , ^) ® W a 



\a=l 
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oil W a designe la representation de degre un de H telle que r G H agisse par la multiplication par ( a . 
D'ou par induction de H a G 

t^{Oc) q = D , Q ® Indg(l) ^0 E(ir a , ^) ® Indg(W Q )^j (7.31) 

Soit pour tout caractere irreductible \ de G, n ax la multiplicite de Wq. dans la restriction de \ a H . 
Le facteur isotypique £ x admet finalement la structure suivante en le point double Q G D: 

Proposition 7.11. La structure du module sans torsion (£ x )q est donnee par: 

e-1 

(4)Q = 0^ a >^) n "' x (7-32) 

□ 

On notera que la situation correspond a une matrice P diagonale. Le cas G abelien sera detaille 
dans le paragraphe 8. Le fait que les faisceaux £ x peuvent etre sans torsion de rang un, non inversibles, 
peut etre contourne par la construction suivante, inspiree par la procedure de stabilisation de Knudsen 
[48] (voir aussi Jarvis [44] §3.1.2). Soit une courbe prestable D — > S, et soit C un 0£>-module sans 
torsion de rang un relativement a S. Soit le D-schema 

p : D = Proj (Sym'(C) — > D (7.33) 

Si £ est localement libre, alors D = D. Si £ n'est que sans torsion de rang un de lieu singulier Sing(£), 
alors le faisceau inversible Ojj(l) sur D resoud les singularites de £ dans le sens suivant (Jarvis [44]): 

Proposition 7.12. Le schema D est une S-courbe prestable. 

i) On a p*{O b ) = O d et p^O^l)) = £. 

ii) Si j > et n > 0, R j p*(0(n)) = 0. 

Hi) La formation de D ainsi que de p*(Of)(l)) commute a tout changement de base. De plus uj^/g = 
P*(lu d /s)> de sorte que la restriction de uj^/g a toute composante exceptionnelle est triviale. 

Preuve: La preuve est contenue dans les references precedentes, particulierement [44], Lemma 
3.1.4, [48], Theorem 2.4. 

II est clair que dans cette construction le morphisme p est un isomorphisme en dehors du lieu 
singulier de £. II est utile d'avoir une description explicite de D au voisinage d'un point singulier 
de £. Soit Q G D s un tel point, et remplacons D par Spec0£>,Q et £ par £ D . On suppose que 
@d,q = O s [[x, y]]/ (xy — 7r) et que £d = E(p, q) avec pq = n, p,q G M s . Du fait de la presentation 

y -p" 

Ol,Q ' X 7 Ol,Q — E(p, q) (7.34) 



on a localement en Q 



Sym' Q (E(p,q) = d Q [£, v]/{y£ - qv, -pi + xv ) 
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En particulier D C P 1 x D est le sous-schema d'equations y£ — qv = —p£ + xv = 0. La fibre au-dessus 
du point Q est E = P 1 . Noter que les deux branches du point double Q ont des transformees strictes 
disjointes. Elles coupent E en deux points qui sont des points doubles de la fibre de D, d'equations 
respectives ys = q et xt = p. Le morphisme p est done une contraction au sens de Knudsen 16 , D est la 
stabilisation de D. II en decoule aisement la relation tOf)/ S = p*(uo D / s ) ([48], Cor 1.5), en particulier 
la trivialite de oJ^/g sur chaque composante exceptionnelle, ce qui est ailleurs clair directement. La 
desingularisation de C ainsi construite est unique a un isomorphisme pres [44] . 

7.4. Stratification canonique du bord 

Une propriety appreciable de M g , n est que le bord admet une stratification naturelle par le type 
combinatoire d'une courbe stable marquee (resp. piquee) ([53] § 2.7). Fixons un graphe modulaire T 
de genre g, avec n pattes (Definition 7.1). Pour fixer les idees on suppose le graphe marque, les pattes 
sont alors numerotees de 1 a n. Soit pour tout sommet v G V, h v (resp. l v ) le nombre de pattes (resp. 
d'aretes) incidentes en v. On definit un morphisme 

fc:HM gv , hv+ i v ^M g , n (7.35) 
vev 

de la maniere suivante. On commence par numeroter l'ensemble V, done V = {v\, • ■ • , v c }, et pour tout 
sommet v — Vi, e\, . . . , les aretes d'origine v. Noter que le graphe etant marque, les pattes incidentes 
a v sont ordonnees par l'ordre induit de [l,n], soit p\, . . . cette liste ordonnee. La donnee d'un 
objet ((Ci,x\, . . .x\. +l .) Vi€ v) au-dessus de la base S de ELey ^gv,h v +h P eu ^ s'interpreter comme un 
" plongement" , ou realisation de ^Z(r): 

i : n(F) \JC V = □ a (7.36) 

veV ViEV 

Cela signifie que i identifie les aretes de T avec l'ensemble des points speciaux de la somme disjointe 
\-\w=v Cv- Par convention les pattes d'origine v ont pour images (ordonnees) x\, . . . ,x v h ^, et les aretes 
d'origine v, ont pour images (ordonnees) +1 , . . . , +l . Reciproquement un plongement (7.36) 
conduit a un objet de Il^ey Mg v ,h v +i v - Par identification des sections x\, xj qui correspondent 
a un couple d'aretes opposees (clutching morphism 17 de Knudsen [47]), on forme la courbe C = 

^ C'est une contraction particuliere car les courbes exceptionnelles sont reliees a deux autres composantes, et done se con- 

tractent en un point double. La fibre au-dessus d'un point singulier de C est done de la forme E\ U E U E2, E etant la 

composante exceptionnelle, et E 1 n E = p, E 2 n E = q. II est clair que le faisceau dualisant a une restriction a E triviale. 
17 

Rappelons la definition de l'operation de recollement (clutching morphism) le long d'une paire de sections (Knudsen [48], 
Manin [53] chapter 5). La construction se resume par le resultat suivant: 

Soit C f une courbe prestable de base jS, dont on ne suppose pas a priori les fibres geometriques connexes. Soient deux sections 
Si, &2 '• S — > C f , dont les images sont formees de points non singuliers le long des fibres. II existe une courbe prestable C", 
un morphisme fini p '. C — >■ C' tel que pS\ = PS2, le couple (C', p) etant universel en un sens evident. En particulier, il est 
defini a un isomorphisme canonique pres. Une fibre geometrique etant donnee, si la fibre image de C est connexe, deux cas se 
presentent: 

• La fibre est irreductible, dans ce cas on cree dans la fibre correspondante de une boucle, on a: g' — g + 1. 

• La fibre de C est somme disjointe de deux courbes connexes C\ et C2, avec Si G Ci(i — 1,2). Dans ce cas la fibre 
(connexe) de C a pour genre g 1 = g\ + g 2 - 
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LLev C v /T G M g . n {S). Observer qu'il en decoule une identification bien definie V = T(C). On note 
aussi qu'il y a une action evidente (a droite) de Aut (T) (en fait de Aut (J- 1(F))) sur de tels plongements, 
i.e. cr.({C v } v , i) = ({C v }, i.a). Alors le morphisme /? r est un Aut (T)-torseur (dans le sens de la section 
6.f) sur son image 18 M g . n (Y); qui est en consequence le quotient 

II M gvM iJAut(T) (7.37) 

Soit maintenant (r, G) un graphe modulaire de Hurwitz (Definition 7.2). On considere le sous champ 
localement ferme Tig^,^) de H gi c,£, dont les objets sont les G-courbes stables de type combinatoire 
fixe T, i.e. dont les fibres geometriques sont de type T. Si T = 0,W S) G,^(r) = W Sj g,£- Les sous-champs 
(resp. sous-schemas) localement fermes 7Y s> G,£(r) (resp. les espaces de modules grossiers H g q ^(T)) 
forment une stratification de l~l g .G,£ (resp. H g G,z), analogue a stratification de M gjl par le type 
combinatoire des courbes stables marquees [53]. On a la decomposition 

W fl ,G,€ = U H 9,gA t ) (7-38) 
r 

Le morphisme " discriminant" , associant a un revetement sa base marquee par les points de branchement 

5 : TC gt G,(, — > M g > est visiblement compatible aux stratifications, ce qu'on peut traduire par le fait que 

6 induit un morphisme Ti g ,G,^(^) A^'.^A), A = T/G. D'une autre maniere, si r est le nombre de 
points de branchement, soit le morphisme (oubli de Taction de G) i : W Sj g.c ~~ *■ M-g,r- On a clairement 
Wg,G,5(r) = i^ 1 (A / ( fl ,r(r)) Dans le terme de droite, Y est le graphe modulaire, allege de la donnee de 
Hurwitz. 

Avant de preciser la structure de la strate 7i gt G,i(Y) des revetements de type combinatoire T, 
revenons a un graphe modulaire de Hurwitz T (Definition 7.2). Soit uGTun sommet et notons st(v) 
l'etoile de v. Les aretes elements de st(v), decorees par l'holonomie (H,x), sont de deux sortes. D'une 
part les aretes orientees d'origine un sommet v et d'extremite w, v — w etant possible (boucle), et 
d'autre part les aretes monovalentes correspondantes aux pattes issues de v. Faisons tout d'abord le 
choix d'un systeme de representants v\, . . . , Vk pour Taction de G sur V, ensemble des sommets de T, 
i.e une section de V — > V/G. Soit Gi le stabilisateur de Vi, et notons st j = £i\_\Ci l'etoile de Vi, union 
de Tensemble £i des aretes (decorees) issues de Vi et de Tensemble Ci des pattes d'origine Vi. Du point 
de vue des G-ensembles, on a si A = C |J £ 

£ = (Jlndg t £ l , £ = {jGx G > £ t 

i i 

Pour avoir l'analogue equivariant de (7.37), il nous faut un plongement equivariant J- 1(F) dans ce qui 
remplace le second membre de (7.36), c'est a dire 

C= □ Ind^Q 

i<i<fe 

18 a 

Le morphisme Py est fini, en particulier representable [48], de sorte que son image, en tant que sous champ ferme de 

Ma. 

n est definie. 
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Comme seules les orbites de points speciaux sont indexees, il est nous faut ce stade choisir un marquage 
plus strict pour un revetement galoisien. 

Outre un systeme de representants des sommets, on va choisir pour chaque classe de conjugai- 
son d'holonomie decorant une G^-orbite de pattes ou aretes d'origine Vi, un representant d'holonomie 
{Hi,a, Xi,a) pour les aretes, et {Hi \, Xi,\) pour les orbites de pattes. Ceci etant, on fait ensuite le choix 
d'un point ei jCf (resp. Z^a) dans chaque orbite d'aretes qui a pour holonomie le representant choisi. 
D'une autre maniere on se donne des sections de £j — > Ei/Gi, Ci — > Ci/Gi avec holonomie prescrite. 

Soit maintenant un revetement tt : C — > D de type combinatoire F, et C = \_\ C v la normalisation 
de C. La composante C v munie de Taction du stabilisateur G v a pour donnee de Hurwitz 

iv =£v + Vv (7.39) 

ou £ v represente la contribution des points de ramification de C, et r\ v est la contribution des aretes 
orientees d'origine v, branches des points doubles. Ceci nous conduit a voir C v comme un objet de 
'Hg v ,G v ,i v ,r} v champ classifiant les courbes de genre g v , munies d'une action de G v de donnee de Hurwitz 
£v = £,v + f]v Dans cette definition les courbes sont marquees par un diviseur G v - invariant, ce qui 
signifie que seules les GVorbites de points speciaux sont numerotees. 

Avec la normalisation fixee sur le graphe modulaire de Hurwitz T, soit un objet Ci € 7Y gt) . ,g„ ,£„ ,r) Vi ■ 
Sur cette courbe, seules les orbites de points speciaux sont numerotees. Pour tout i, et dans chaque 
orbite de tels points, on fait comme pour le graphe le choix d'un point Xi, a (resp. z/^a) dans chaque 
GVorbite, dont l'holonomie est celle selectionnee. On a done pour 1 < a < hi, Xi, a d'holonomie 
(H it a,Xi,a), et si 1 < A < k le point Xi^+x = Vi,\ d'holonomie (Hi t \, Xi,\)- Notons alors pour tout 
1 < i < k, TL* n c „ le champ de Hurwitz modifie, resultat de ce marquage plus strict. Noter que 
l'oubli de ce choix supplemental conduit a un morphisme 

^ 9vi ,G Vi ,£ Vj ,r] Vi — > T~ig Vi ,G n ,£ vt ,r) Vi 

de degre \\ a x \ZGi(Hi i0l ) / Hi ta \\Z Gi (H it \) / H it \\ (Z G (H) est le centralisateur de H dans G). Ce mor- 
phisme est le quotient par un produit de groupes symetriques convenables. 

On definit de meme le champ H* G ^(T), avec le morphisme 7i* <G ^(r) — > W* G ^(r) de degre 
Yl t x \Z Gi (H it \)/ H it \\. On peut formuler l'analogue de (7.37): 

Proposition 7.13. II y a un morphisme nature! £ r : nf=i ^*g v g v »?„ — > Hg,G fCO Q 1 " identifie 
le terme de droite au quotient de la source par le groupe Autc(r). Ce morphisme s'insere dans un 
diagramme 

k k 

II H 9 Vi ,G Vi ^ Vi , Vvi <— n H *9, t ,G Vt ,i Vi ,r, Vi n *g,GA T ) > H g,G,d r ) ( 7A0 ) 

i=l i=l 

Preuve: II faut tout d'abord definir le morphisme £r- Cela revient a preciser la procedure 
d'identification des branches par paires. Cette procedure doit etre G-equivariante. Elle revient comme 
dans le cas G — 1, a plonger de maniere equivariante l'ensemble Fl(r) sur l'ensemble correspondant 
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des points speciaux de [J^Ind^ (C,), puis a transporter l'involution canonique. II est clair que les 
bijections entre points selectionnes s'etendent en un plongement G-equivariant 

^(r)^c = yindg„ i (c i ) 

i 

typiquement gei^ a — > gxi >a . On peut alors transporter l'involution r : a — > a sur l'image dans le terme 
de droite, donnant de la sorte un procede d'identification par paires des points distingues de C. Par 
recollement le long de ces paires de sections, on obtient une G-courbe stable marquee connexe de donnee 
de ramification £. De maniere plus concise on peut ecrire: 

C = \/lnd^ t (C l )en g ^(r) (7.41) 

i 

On pose alors £r({Ci}) = C. Cette construction definit le foncteur £ r . Le reste est consequence des 
remarques qui precedent l'enonce. 

□ 

Notons que la codimension de Hg,G,z(F) est Card Jt/Gj e * que la construction est definie en fait 
au niveau des champs compactifies. 

Les revetements sont marques par les points de branchement reels ou virtuels. Supposons que la 
donnee de ramification £ soit telle que l'un des sous-groupe Hi soit trivial, par exemple -H^+i — L 
signifiant que le point marque Qb+i n'est pas un point de branchement au sens strict. On a done avec 
les notations du §2, £ = £'+[].]. Par contraction (stabilisation) on peut effacer ce point. 

Proposition 7.14. L'effacement du point de "branchement" d'indice 6+1 definit un morphisme de 
champs p : Hg,G,z — > ^g,G,i'- 

Preuve: Soit un revetement stable n : C — > D de base S. L'oubli du point de branchement 
Qb+i, suivi d'une stabilisation, donne un morphisme tp : D — > D' . Soit d'autre part l'oubli suivi d'une 
stabilisation des points de l'orbite regulie re iy~ 1 (Qb+i), conduisant a un morphisme (j> '■ C — > C Par 
le caracte re universel de cette operation, Taction de G se descend a C, et le morphisme tpn factorise 
par C. Soit n' : C — > D' cette factorisation. Le morphisme n' factorise en C — > C'/G — > D' 
et ?fj en D = C/G ^ C'/G —> D' . Comme la courbe C'/G est stable marquee par les images des 
points Qi, • ■ • , Qb, il y a un morphisme D' —> C'/G qui est clairement l'inverse de C'/G — > D'. Done 
D' = C'/G. Le morphisme p est ainsi donne par p(C — > D) — (C — > D'). 

□ 

On reprend les notations et hypotheses de la section 7.2.1. Considerons done Gi C G (i = 1,2) 
deux sous-groupes, et un sous-groupe cyclique H C G\ n Gi- Soit des donnees de ramification 

£ = ix + [^,x] e i2+(Gi), = 6 + [tf,*- 1 ] G R + (G 2 ) 

Posons £ = Ind^^i + Indg 2 £ 2 S i?+(G). Par recollement le long de deux sections, on obtient: 
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Proposition 7.15. II existe un morphisme de recollement le long de deux sections d'holonomie op- 
posees: 

P : n 9i,G 1 ,C 1 x W S2,G 2! 5* -> 7-lgi+g2,G,Z (7.42) 

Si G — G\ — G 2 , et si £* = £+ [H, x] + [H, x^ 1 ] (Harbater-Mumford), par recollement des deux sections, 
on a le morphisme analogue p : Ti, g -i t G,^ ~ > 7~tg,G,(,- 

Preuve: Soit Ci — > Di (i — 1, 2) un point du terme de gauche, et soient 6 -Di les points de 
branchement d'holonomie [H, Xi = x] e t [H,X2 — X ]■ Soit Pi G Cj un point d'holonomie exacte 
(H,Xi)- Par identification des paires de points (gP\, gP 2 ), on donne un sens au revetement 

C = Indg 1 CiVlndg a C 2 ->£> = Di\/£2 (7.43) 

Cette construction est bien definie a isomorphisme unique pres. Elle definit le morphisme cherche. Une 
construction similaire fonctionne dans le cas d'une donnee de ramification du type Harbater-Mumford 
£* = £ + [H, x] + X -1 ], et donne le second morphisme. 

□ 

Soit le morphisme discriminant S : T~L g .G,i ~^ M g ',b- C'est un revetement entre champs de Deligne- 
Mumford, dont a peut preciser le diviseur de ramification. Le resultat est une simple traduction de la 
proposition 6.28. 

Proposition 7.16. Le diviseur de ramification du discriminant est 

TZ= (\ H \ ~ !) A ( 7 - 44 ) 

A=NS 

la somme etant etendue aux composantes NS du bord, done celles telles que H ^ 1. 
□ 
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7.5. Type topologique d'un point du bord 

Dans cette section k = C. Soient Hi, ... , H h ^ les composantes irreductibles de H g> G,£, h(£) etant 
le nombre de Nielsen (Definition 2.4). Le schema des modules compactifie est somme disjointe des 
" compactifications" H a , (a = 1, . . . ,h(£)) (§6, Proposition 6.2). Si C — > D represente un point du 
bord, on peut legitimement chercher a quelle composante ce point appartient, c'est a dire trouver un 
procede pour lire sur C — > D le nom de la composante a laquelle le point est rattache. Si C est lisse, 
le type topologique qui fixe la composante a laquelle ce point appartient, est entierement donne par 
le morphisme de monodromie ip : tt\{D — f3) — » G (Proposition 2.2). En fait une reponse similaire 
peut etre donnee dans le cas singulier. Elle decoule directement des resultats de [5]. Supposons done 
la courbe C singuliere, et considerons la deformation universelle equivariante, ici prise dans un sens 
analytique 

7T : C — > D 39 '- 3+b , (D= {z e C, \z\ < 1}) (7.45) 

avec par consequent un isomorphisme (equivariant) 7r _1 (0) — C. Sit e D est en dehors du discriminant, 
la fibre C t est non-singuliere, et indique done le type topologique de la composante qui contient C. En 
fait, et c'est le point que nous allons retenir, le type topologique peut etre lu directement sur C. La 
raison est que le morphisme de monodromie associe a la fibre generale C t , peut etre construit directement 
a partir de donnees lisibles sur C. C'est essentiellement le resultat de ([5], thm 2.1), appele theoreme de 
Seifert-van Kampen. II est necessaire dans un tel enonce de remplacer le groupe fondamental ordinaire 
par le groupe fondamental d'un graphe de groupes. 

Resumons la construction de ([5], §2.5). Soit Y le graphe modulaire defini par C, et A — Y/G le 
graphe quotient. II y a sur A une structure de graphe de groupes plus riche que celle utilisee dans la 
section 7.2 qui permet de reconstruire non seulement Y mais C (loc.cit. Definition 2.9). 

Notons par S v , (ti£ A) les composantes irreductibles normalisees de D = C/G, et notons D v C S v 
les points qui ont pour images dans D un point double, done les origines des branches. Notons aussi 
/3 V l'ensemble des points marques portes par la composante S v . Ces points contiennent done l'ensemble 
des points de ramification. On note alors tt v = tti(S v — (0 V U D v ),* v ) le groupe fondamental de la 
courbe S v privee des points exceptionnels, relativement a un point de base *„. La structure de graphe 
de groupes portee par A est definie ainsi: tout d'abord, on associe a v le groupe tt v . Soit (e,e) une 
arete qui pointe vers v, et e pointant vers w. On pose alors H e = H- = Z, en fixant un generateur 
privilegie t e tel que t e + t- = 0. On definit ensuite 

d° e (l)=a(e) , dl(l) = a(e) 

expression dans laquelle on note a(e) et a(e), des lacets de "pointe" autour des origines p v et p w des 
branches definies par le point double a. La classe de conjugaison d'un tel lacet de pointe est bien definie, 
ce qui assure que le graphe de groupes est bien defini a isomorphisme pres. Notons ce graphe de 
groupes pour eviter toute confusion avec la definition de la section 7.2. Rappelons le resultat ([5], 
theoreme 2.1), de specialisation du groupe fondamental: 
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Proposition 7.17. Le groupe fondamental 7r 1 (A 7r ) du graphe de groupes A n est isomorphe au groupe 
fondamental d'une fibre generique C t de la deformation universelle de C; en outre on peut choisir 
l'isomorphisme de sorte qu'il preserve les classes de lacets autour des piqures. 

□ 

La preuve de la Proposition 7.17 pour laquelle on refere a [5], fournit en outre un algorithme pour 
expliciter un systeme de generateurs canoniques de "groupe de surface" pour le groupe fondamental. 
Pour lire directement sur le revetement ir : C —> D, le nom de la composante qui contient de point du 
bord, on voit qu'il suffit de pouvoir reconstruire le morphisme de monodromie, au niveau de D, done 
sous la forme 

^:tti(A w )— >G (7.45) 

les images des lacets autour des piqures etant soumises aux contraintes imposees par la donnee de 
ramification (§2.4). En resume: 

Proposition 7.18. La correspondance explicitee dans le lemme 2.1 reste valable en les points du bord 
de l'espace de Hurwitz. De maniere precise, le morphisme de monodromie (7.41 ) permet de reconstruire 
le revetement tt : C — > D. La classe double (voir 2.10) dehnit le type topologique, i.e. le nom de la 
composante du schema de Hurwitz qui contient tt : C — > D. 

Preuve: La donnee de ip nous permet de contruire le revetement tt : C — » D. En bref, la 
restriction de ip a tt v donne un G-revetement (non connexe peut etre) C v — > D. Sur la courbe C v il y a 
une collection d'orbites exceptionnelles (les origines des branches) qui autorisent que Ton recolle les C v 
pour obtenir C. Noter que d'une autre maniere on recupere le graphe de groupes de la proposition 7.3, 
et done T. On prend pour G v (resp. H a ) l'image par tp de n v (resp. H a ). utilise alors le theoreme 7.1 
(theoreme de Bass [6]). Ensuite, e'est a quelques details pres la repetition de la construction utilisee 
dans la proposition 7.3. 

□ 

8. Structures de niveau sur les courbes stables . 

Dans cette section on revisite le champ compactifie des courbes de genre g (fixe) equipees d'une 
structure de niveau G. Le langage des champs de Hurwitz permet donner une definition directe du 
champ Ai g (G) classifiant les courbes stables de genre g, munies d'une structure de niveau G. En 
corollaire on obtient une interpretation modulaire claire de ses points y compris au bord. Le champ 
Mg(G) bien que distinct du champ cM. g construit par Deligne-Mumford [18], [19] a le meme espace 
des modules grossiers. Le premier qui est lisse est la desingularisation du second. Cette section precise 
la section 7 de [61]. 

La definition classique d'une structure de niveau sur une courbe lisse, definie par le groupe fini G, 
ne s'etend pas de maniere directe au cas singulier (Brylinski [14], voir aussi [20], et Oort-Van Geemen 
[36]). Cela explique pourquoi la compactification "naturelle" gM 9 de Deligne-Mumford n'est pas definie 
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comme l'espace des modules grossiers attache a un foncteur contravariant naturel defini sur la categorie 
des courbes stables. Cela suggere qu'il peut etre utile d'attribuer une interpretation modulaire aux 
points du bord. C'est l'objectif de la presente section. On va observer que M g [G) est " essentiellement" 
le champ des G-revetements principaux, eventuellement degeneres (stables), de base une courbe stable. 

Bien que redigee en des termes assez differents notre approche est equivalente a celle suggeree 
recemment par Abramovich, Corti et Vistoli [1], [2], [3]. Nous verrons aussi qu'elle permet de retrouver 
d'une maniere simple et directe, comme application des §7.1 et §7.2, quelques resultats sur la structure 
du bord, essentiellement pour le niveau abelien (n), n > 3 (Boggi- Pikaart - De Jong [13], Oort-Van 
Geemen [36]). 

On fixe un groupe fini G de cardinal |G|. On note pour abreger H g (G) (resp. H g (G)), le champ 
de Hurwitz classifiant les G-revetements stables de base une courbe lisse (resp. stable) de genre g > 2, 
de donnee de ramification £ — 0, c'est a dire Tig t G,@- Le cas 5 = 1 peut etre inclus avec quelques 
modifications. 

8.1. Le champ des courbes stables avec structure de niveau G 

8.1.1. Structures de niveau sur les families de courbes lisses 

Soit C une courbe algebrique projective et lisse definie sur le corps algebriquement clos k. On 
rappelle que |G| ^ dans k. Une structure de niveau G sur C est la donnee d'une surjection exterieure 
4> : 7Ti(C) — > G ([14], [20] Definition 5.6). On suppose que G est quotient du groupe fondamental 7Ti(C) 
d'une telle courbe. On supposera en fait un peu plus, a savoir que G est un quotient caracteristique 
(quotient par un sous-groupe caracteristique). Le niveau G' est dit dominer le niveau G si la surjection 
4> '■ 7r i(C) — > G factorise par G' . Le niveau abelien (n) correspond a G = (Z/nZ) 29 . Une structure de 
niveau (n) sur la courbe lisse C revient a specifier un isomorphisme 

a : Pic (G)[n] ^ (Z/nZ) 29 (8.1) 

ou si k = C, i7 1 (C,Z/nZ) — > (Z/nZ) 2s . Un niveau G est geometrique si notant ir g le groupe fonda- 
mental d'une surface de Riemann compacte de genre g > 2, le noyau d'une surjection <f> : ir g — > G est 
independant de 4>. Les niveaux abeliens sont geometriques, ainsi que les niveaux diedraux 19 de Brylinski 
[14] et Looijenga [52]. On se limite dans la suite aux seuls niveaux geometriques. 

La definition d'une structure de niveau s'etend avec l'aide de la theorie du groupe fondamental 
de SGA 1, [34]) aux families de courbes lisses ([13], [14], [20] §5). Soit 7r : C — > S une courbe lisse 
au-dessus de la base S, et de genre g > 2. Le cas g = 1 rentre dans ce cadre, mais avec quelques 
precautions supplementaires. On se limite en consequence a g > 2. Soit une section s : S — ► C (une 
telle section existe localement pour la topologie etale), alors on peut definir, L etant un ensemble de 
nombres premiers exclus, un groupe fondamental relatif ir\(C/ S, s) [14]. Cela permet de definir sur 
S et le faisceau localement constant Hom ext (iri(C/S), G) des homomorphismes " exterieurs" . Alors ([14] 
Definition 2.3.1), [20] Definition 5.6), la definition precise d'une structure de niveau G sur C/S est la 
suivante: 

^ Le niveau diedral d'ordre m > 2, est defini par G = 7Tg/[7Tg \ TTg ^]ltg \ [ — j — ] designant le sous-groupe des 
commutateurs, et TTg etant le sous-groupe engendre par les puissances d'ordre k . 
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Definition 8.1. Une G-structure de niveau sur une S-courbe lisse C/S, est la donnee d'une "surjection 
exterieure" (f> : it\(C / S) — > G, en des termes plus precis, d'une section globale cf> G T(S, Hom ext (ir\ (C / S) , 
m 

Une structure de niveau 20 <f> n'est done que localement (pour la topologie etale) definie par un 
homomorphisme du 7Ti dans G. La categorie des courbes lisses de genre g > 2, equipees d'une structure 
de niveau G, definit un champ algebrique cM. g . On a le resultat suivant ([14] Theorem 2.3.2, [20] 
Lemma 5.7): 

Theoreme 8.2. 1) Le champ cM. g est un champ algebrique de Deligne-Mumford. 

2) Le morphisme gM- 3 — ► M g , oubli de la structure de niveau, est hni, etale et surjectif. 

3) Le nombre de composantes connexes de cM- g est independant de k. 

4) Si le niveau G domine le niveau (n),n > 3, alors gM. 9 est representable (un espace de modules fin). 
On a 

M g (G):=H g (G)//Z(G)= G M g (8.2) 
et le morphisme naturel M g (G) — > M g est un Out (G) -tor seur. 
□ 

La preuve de 3) necessite une " compactification" de gA4 s ([20], cor 5.11). Faute d'une definition 
directe raisonable du champ compactifie g-M 9 , la procedure usuellement retenue est de prendre pour 
definition du champ compactifie c-M g la normalisation de A^ g [j^|] dans cM. g (loc.cit. §5). Seul le 
point 4) du theoreme 8.2 demande une verification. Debutons par un lemme elementaire: 

Lemme 8.3. 1) Soient 7Tj : Sj — > C deux G-revetements principaux deC/S, une S-courbe lisse, avec S 
connexe. II existe 6 £ Aut(G), d'image unique dans Out(G), tel que le morphisme Isomc,G(^i, ^2) — > 
S soit un Z(G)-torseur. 

2) Si vr : S -> C est un G-torseur de base S, Aut c (E) = G, et Aut Cj G(£) = Z(G). 

Preuve: Les notations, en particulier la definition du foncteur Isomc , .G'(S^, S2) sont celles du 
theoreme 6.20. Des arguments identiques conduisent au fait que pour un certain 6 G Aut(G), le 
morphisme Isomc.G^i) E2) - *■ S est fini, etale et surjectif. Notons que Z(G) opere naturellement sur 
Isomc,G(S?, £2). Comme cette action est simplement transitive sur les fibres geometriques, on conclut 
que Isom CjG (£?, E 2 )/Z(G) = S. 

Le point 2) se traite de la meme maniere, en observant que la courbe n : £ — > S etant lisse, Autc(£) 
est etale sur 5, et egal a G sur les fibres geometriques, done egal a G. Notons que cela prouve que dans 
1), l'automorphisme 9 a une image bien determinee dans Out(G), d'ou le lemme. 

□ 

Pour terminer la preuve du point 4) de (8.2), on peut invoquer la theorie du groupe fondamental 
comme dans [13], [20]. On peut aussi, et de maniere plus directe, noter que si on forme le champ 
algebrique Nc/s{G) = r H g (G) *-m s S defini par le morphisme S — > M g , i.e. C/S, le groupoide des 

20 Une structure de Teichmiiller de niveau G dans [14], [20]. 
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objets au dessus du S'-schema T, sont les G-fibres principaux de base C x s T. Le Lemme 8.3, dit que 
le champ J\f c / S (G)//Z(G) est represent able, et que c'est un Out (G)-torseur de base S. Noter qu'au 
sens strict, il n'y a pas d'action de Out(G) sur Ai g (G), seulement une action faible (non stricte § 6). 
Le lemme 8.3 dit que ce champ est en fait isomorphe au champ forme des courbes de genre g, plus une 
structure de niveau G, qui lui supporte une action stricte de Out(G). 

□ 

Le point de vue des schemas de Hurwitz (le point 4 de 8.2), conduit de fait a renverser la Definition 
8.1, et done a considerer une structure de niveau comme derivant d'un G-fibre principal de base C. 
Cela suggere qu'on doit voir le champ c-M g comme une sorte de " compactification" de BG, le champ 
classifiant du groupe fini G (on pourra comparer avec le point de vue voisin mais plus sophistique de 
Abramovich-Corti-Vistoli [2] ) . 

Exemple 8.1 Le niveau etant le abelien (n), done G = (Z/nZ) 2g , on notera le champ corre- 
spondant A4 g (n). La correspondance entre les deux definitions est aisee a expliciter. Si ir : £ — > C 
est un G-revetement principal, l'algebre 7r*(C?s) se decompose canoniquement en une somme directe de 
faisceaux inversibles (sous-faisceaux propres) tt+(Oy,) = © xG g^-x- ^ e cn °i x d'une racine primitive n- 
ieme permet d'identifier G et G; par suite les faisceaux C x conduisent a une identification de Pic c/s[n] 
et (Z/nZ) 2g . Un avantage de cette definition, est qu'elle garde un sens comme on va le voir, si on 
specialise G en un point du bord de M g . Le nombre de composantes connexes de M g {n) (le nombre 
de Nielsen), est l'indice [GL 2s (Z/nZ) : Sp ff (Z/nZ)] [20]. 

8.1.2. Structures de niveau sur les courbes stables 

Lorsque G est singuliere (stable), le theoreme 8.2 (4), suggere qu'une structure de niveau G sur G, 
doit pouvoir se definir en termes de G- fibres "principaux" de base G, mais maintenant degeneres. 

Definition 8.4. Soit C une courbe stable de genre g > 2 definie sur k. On definit un G- revetement 
principal ou torseur, stable (ou degenere) it : S — > C , comme etant un G-revetement stable (dans le 
sens de la Definition 6.7) , a donnee de Hurwitz £ = 0. Cela signi&e (Definition 4.3) que S est une 
courbe stable et que Faction de G sur S est stable, c'est a dire libre en dehors des points doubles, et 
agissant "stablement" aux points doubles, line G-prestructure de niveau sur C/S, est la donnee d'une 
classe d'equivalence (stricte) de G-revetements principaux stables de base C. 

Si d'une autre maniere un G-fibre principal de base G lisse, est interprete comme un morphisme 
G — > BG, de G dans le champ classifiant de G [1], [2], on voit que cette definition differe de maniere 
essentielle de la Definition 8.1 si C degenere. 

Soit p : C — ► S une courbe stable de genre g > 2. Pour tout S'-schema T, soit F C / S (T) l'ensemble 
des G-prestructures de niveau sur C x s T. Le prefaisceau F C /s n'est bien sur pas en general un faisceau 
sur Sfppf, meme si le centre Z(G) est non trivial. Une des raisons est que le groupe des automorphismes 
d'un G-torseur peut contenir strictement Z(G). On definit alors Ni c /s jG , le faisceau des G-structures 
de niveau sur p : C — > S comme etant le faisceau fppf associe au prefaisceau F c / S . 
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Nai'vement une G-structure de niveau sur C/S est une section a G T(S,Ni c / s ^ G ). Pour obtenir la 
bonne definition, on considere 

Si le niveau G' domine le niveau G, signifiant que G est un quotient de G', il y a un morphisme 
naturel de champs H g (G') — > H g (G), et un morphisme analogue M g (G') — > M g (G) entre schemas 
modulaires. Le point 4) du Theoreme 8.2 suggere que la compactification naturelle de c-M g = M g (G) = 
H g (G)//Z(G) est 

M g (G) = H g (G)//Z(G) (8.3) 

Cela est justifie par le resultat suivant: 

Theoreme 8.5. Soit cM g la normalisation de M g dans cM. g = M g {G) (compactification de Deligne- 
Mumford). II existe un morphisme propre, birationnel 

M 9 {G) := H g (G)//Z(G) 'g M g (8.4) 

Les deux champs ont les meme espaces grossiers de modules, en particulier si le champ de droite est 
representable, par exemple si G domine le niveau (n), n > 3, c'est l'espace grossier de modules de 
M 9 (G). 

Preuve: II est clair que le groupe des automorphismes de tout objet de TL g (G) contient Z(G), 
ce qui permet de former le 2-quotient H g (G)//Z(G) = M g (G) (voir § 6.1). Ce champ est de Deligne- 
Mumford et lisse (Proposition 6.5). II contient comme sous-champ ouvert dense c-M g = A4 g (G). II en 
resulte, suite a la definition de la normalisation (Deligne [19]), qu'il existe bien un morphisme naturel 

n g (G)//Z(G)^ G M g (8.5) 

etendant le morphisme c-M g — > M g - On peut preferer un argument plus direct ([61], Theorem 7.2.3). 
Ce morphisme est propre car les champs invoques le sont. Reste a prouver l'egalite des espaces grossiers 
de modules. On suppose que gA^ s est representable, par exemple si le niveau G domine (n) avec n > 3 
(Deligne [19], Proposition 3.5). Si M (resp. N) sont les espaces grossiers de modules respectifs, alors 
comme consequence directe de la definition, on a un morphisme naturel M —>■ N —g M g . Ce morphisme 
est fini, et un isomorphisme sur un sous-schema ouvert partout dense. Comme par construction M est 
normal, ainsi que N (par definition), on a M = N . 

□ 

Remarque 8.2 Le morphisme M g (G) = H g (G)/ /Z(G) — > cM g est un isomorphisme sur les 
sous-champs ouverts formes par les structures de niveau sur les courbes lisses de genre g. Noter que 
le champ de gauche est lisse, mais en general non representable, et celui de droite est connu comme 
representable lorsque le niveau domine le niveau (n), n > 3 [19], mais non lisse en general. Ces deux 
champs ont le meme espace modulaire grossier M g (G) (fin pour cM g sous les conditions precedentes). 
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II est clair que M g (G) est defini sur Z[-^]. Comme consequence immediate de la construction, 
chaque point possede du champ possede une interpretation modulaire precise. Si n : £ — > G est un 
revetement principal (degenere) de base la courbe stable G, i.e. definissant une "structure de niveau" 
G sur C, le groupe des G-automorphismes du revetement Autc(S) gouverne la structure locale de 
l'espace des modules. Sa determination explicite, en particulier savoir s'il contient strictement ou non 
le centre de G, peut s'averer difficile. Le fait que ce groupe puisse etre different de Z(G), est le fait 
essentiel qui distingue le cas stable du cas lisse. On peut etre un peu plus precis sur ce groupe, lorsque 
le niveau G domine le niveau (n),n > 3, comme le montre la proposition suivante, consequence facile 
du lemme de rigidite (par exemple: Brylinski [14], Deligne [19], Oort [36]) : 

Proposition 8.6. i) Soit ir : £ — ► C un G-Bbre principal de base la S-courbe stable C. Si f € 
Autc(S), alors f induit F automorphisme identite de C, i.e. Auto(£) C Autc(S). 
ii) Soit C/S une courbe stable. Soit un niveau G (\G\ £ 0* s ). Alors C/S a une G-struture de niveau 
(naive) apres extension fppf de S. 

Preuve: On se ramene de suite pour la premiere assertion a G = (Z/nZ) 29 . On considere pour cela 
une surjection G — > Z/nZ; soit H le noyau. Le revetement ir : £ — > C factorise en £ — > T,/H — > C. Un 
G-automorphisme de £ induit un G/77-automorphisme de la courbe quotient £ — > T,/H, ce qui justifie 
la reduction annoncee. Le resultat se teste sur les fibres geometriques, ce qui permet de supposer aussi 
S = Spec (k), k corps algebriquement clos. Le niveau etant maintenant le niveau (n), n > 3, notons 
h Pautomorphisme de tt : C —> S induit par le passage au quotient de /; on a done nf = hit. En 
particulier / definit un automorphisme de ©c-algebre 

/l*(7T*(0 E )) — > 7T,(C9 S ) (8.6) 

commutant a Taction de G, et done un automorphisme qui fixe chaque facteur isotypique. En particulier, 
cela entraine que h induit l'identite sur Pic°(C)[n], voir Proposition 8.7 ci-dessous. Mais on sait que 
sous cette condition le lemme de rigidite de Serre entraine h = 1 [19]. Ainsi Autc(S) C Autc'(X). 

Prouvons le point ii). C'est local sur S. Soit un point geometrique s 6E S. On montre d'abord que 
C s admet une G-structure de niveau. Soit une deformation C — > Speci? de G s de base un anneau de 
valuation dicrete complet de corps residuel k, de corps des fractions K, a fibre generique lisse. On peut 
equiper apres extension finie separable de K, et r emplacement de R par le normalise, la fibre generique 
Gqo d'une G-structure de niveau —> C^. Par reduction stable on peut meme supposer que se 
prolonge en une G-courbe stable £ — > Speci?. Alors il est clair que S/G = C (voir §5.3). Pour conclure, 
on reprend l'argument utilise pour prouver l'existence locale d'une cloture galoisienne (Theoreme 6.21). 
Soit une structure de niveau representee par un G-torseur stable S s — > C s . La deformation universelle 
de ce G-torseur existe sur une extension finie plate Speci?* — > Speci? de la base de la deformation 
universelle de C s . Ce sont les points doubles de type NS qui sont responsables de la ramification de 
cette extension. Quitte a effectuer une extension etale de S en s, on peut supposer que la deformation 
universelle est definie sur S. II suffit alors d'effectuer le changement de base par Speci?* — > Speci? pour 
obtenir une structure de niveau (naive). 

Des arguments differents bases sur le theoreme de de Jong-Pickaart [17], permettent de prouver 
qu'une structure de niveau existe apres une extension finie fidelement plate (Romagny [61], Cor 7.2.4). 

□ 
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8.2 Le niveau abelien (n) 



8.2.1. Groupes de decomposition et d'inertie 

On fixe pour niveau, le niveau abelien (n),n > 3, done G = (Z/nZ) 2g . Les resultats de la section 
7.3 permettent de decrire la structure combinatoire du bord. Pour cela, nous reprenons les suites exactes 
(7.22) et (7.23) de la section 7.3, et les traduisons dans le cas d'un G-fibre principal. Soit 7r : E — > 
C = Ti/G une structure de niveau (n) sur la courbe stable C, definie sur le corps algebriquement clos 
k. La suite exacte (7.22), donne sous les presentes hypotheses, et en notant C = \J i C i la normalisation 
de C, et T le graphe dual: 

1 — H\r) ® A __> Pic (C)[n] — » J] Pic {Ci)[n] — > 1 (8.7) 

i 

En particulier cela donne Pic(C)[n] —> H\ t {C^^£) -—> (^) 29 ~ h( - I " > ■ Notons que si A est le graphe 
modulaire associe a X, on a T = A/G. On peut peut rendre plus explicite les groupes de decomposition 
et d'inertie (Definition 7.4); pour les notations relatives a ces groupes, voir la section 7.2: 

Proposition 8.7. Pour les groupes introduits ci-dessus, on a: 

i) G/D ^ (Z/nZ) ft ( r \ g/I ^ {l/nLfa-Hr) ^ Pic ( C )[n] 

ii) On a pour toute composante irreductible C{ de C, Ii — I n Gi, Gi/Ii (Z/nZ) 2gi et D ^ 
in) Si Ci correspond a un sommet de valence Vi de T, on a /; ^ (Z/nZ)" i_1 , Gi ^ (Z/nZ) 29i+Vi ~ l . 

Preuve: Considerons le diagramme suivant a lignes exactes, et avec les fleches verticales injectives 
1 H 1 (r) Z/nZ Pic (C) [n] Hi Pic iPi) W K 1 

(8.8) 

1 G/D G/I >- UiGT/Z 

L'exactitude de la suite horizontale du bas est le contenu du Theoreme 7.2. On montre d'abord 
que la fleche verticale du milieu est une bijection. Cela se ramene a prouver que si L 6 Pic (C)[n], 
alors 7r*(L) = Oy, (voir la preuve du Theoreme 7.2). Supposons L d'ordre d, d/n, et considerons le 
revetement etale connexe de degre d, r : C* — > C defini par L, e'est a dire tel que 

d-l 

r*(OcO = ©^ (8-9) 

i=0 

La courbe C* est connexe du fait que L est d'ordre exact d, et par ailleurs certainement stable. Notons 
que par construction t*(L) = Oc* ■ Considerons une deformation du G-revetement tt : S — *• C de 
base Spec (R), oh R est un anneau de valuation discrete complet de corps residuel k, a fibre generique 
lisse, done decrite par un diagramme 
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Y X Spec (R) 

U U 
£ 

Du fait que C* — > C est etale, on sait qu'il existe une deformation X* — > A" de ce revetement 
de base une quelconque base prescrite, en particulier X; on peut se referer par exemple au Theoreme 
5.2. Notons r\ le point generique de Spec (R), et Y v (resp. X v ) les fibres generiques respectives. Alors 
le revetement induit au dessus de 77, Y Tj — > factorise par X*. Cela force 7r : ^ — > ^ a factoriser 
par X*, et au bout du compte 7r : S — > C factorise par C* , ce qui entraine bien tt*(L) = S - 

Prouvons maintenant les points 1) a 3). Partant de de l'egalite G/I = Pic (C)[n], et des identifi- 
cations connues 

H^T) ® 4; = (Z/nZ) h < r >, et Pic(Q)[n] (Z/nZ) 2s '' 
nZ 

le diagramme ci-dessus montre que les applications verticales sont des bijections, done d'une part 
G/D = ( z /nz) h ( T \ et pour tout indice i, Gi/Ii = Pic(Cj)[n]. Par rapport a la suite exacte (7.23) on a 
maintenant la suite exacte 

i^gJd^g/i^HgT/Z^i (8.10) 

i 

Par dualite, on obtient une injection f| i G l jl l 1— > G/I, et done pour tout indice i, GiH I = I{. Comme 
d/Ii = {Z/nL) 29 - h{T \ on a finalement I S (Z/nZ) h{ - T \ et pour une raison identique, D S (Z/nZ) ?l ( r ). 

Notons maintenant Uj la valence du sommet d'indice i du graphe T. Le groupe 7^ est engendre par 
Vi elements {<Ji }0t }, (a = 1, . . . , Uj), dont l'ordre divise n, et soumis a une relation ^ a <7i ja = 0. Dans le 
groupe I qui est le sous-groupe engendre par les Ii, un decompte naif des generateurs conduit du fait 
que chaque ai^ a apparait deux fois, via une arete orientee et l'arete opposee, a une majoration 

Y t v i -A-{S-l) = h{T) (8.11) 

i 

Les S relations J2 a <r. t . a sont dependantes, car liees par YliiYla ^i.a) — 0, ce qui explique la contribution 
S — 1. Par ailleurs on sait que I = (Z/nZ) h ( r \ on voit done ainsi qu'entre les generateurs indiques, il ne 
peut y avoir d'autres relations que les relations imposees par le graphe (les usuelles relations de courant). 
Cela conduit aux egalites J i)Q = Z/nZ, h = (Z/nZ)^' 1 , done finalement G { = {Z / nZ) 2 ^^' 1 
comme indique. 

□ 

8.2.2. Composantes irreductibles du bord 

La description des composantes irreductibles du bord de M g (n) est aisee. La description generate 
donnee dans les sections 7.2 et 7.4 montre que les composantes irreductibles correspondent au choix 
d'un graphe modulaire T, qui est soit un segment, soit une boucle. 

segment: dans ce cas, l'image de la composante dans M g est isomorphe au produit M gi x 
-^S2> (di + 92 =9)- On a visiblement pour les groupes I et D 

1 = 1, D = G= (Z/nZf 9 (8.12) 
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De maniere plus precise, le groupe G se decompose en G = G\ x G 2 , Gi = (Z/nZ) 2fl4 , (i = 1, 2). II en 
resulte en particulier que la composante irreductible correspondante s'identifie a M 3li i(n) x M 92j i(n), 
espaces modulaires de structure de niveau (n) avec un point marque, 
boucle: on a (§7.2): 

/ = Z/nZ, et D = (Z/nZ) 2 ^ 1 (8.13) 

Avec les notations de la section 7.2 , P element <7 est d'ordre n, et G = D x (g ). La composante 
correspondante du bord s'identifie avec l'espace modulaire classifiant les structures de niveau (n) sur 
une courbe de genre g — 1 avec une seule piqure, c'est a dire essentiellement a un espace de Hurwitz 
defini par le groupe G = (Z/nZ) 2s , et une donnee de Hurwitz reduite a un element d'ordre n. L'image 
d'une telle composante dans M g est la strate notee A = M git2 - 

On peut etendre la description precedente des composantes de codimension un du bord a un groupe 
de niveau arbitraire, c'est a dire au champ M g (G). Cela permet par exemple de retrouver de maniere 
naturelle quelques resultats de Boggi-Pikaart ([13], §2). 

Le niveau etant toujours le niveau abelien (n),n > 3, on obtient facilement en corollaire des 
methodes precedentes, la structure connue des sous-groupes d'inertie pour les points doubles [36]. On 
conserve dans le corollaire suivant les hypotheses de la Proposition 8.2: 

Corollaire 8.8. Soit Q a un point double de C, et soit H a le stabilisateur d'un quelconque point double 
de S au dessus de Q a . Alors H a = 1 si et seulement si Q a disconnecte C, sinon H a = Z/nZ. 

Preuve: Notons tout d'abord que le resultat est clair si C n'a qu'un seul point double, comme 
il resulte de la preuve precedente. On va ramener le cas general a ce cas particulier par un argument 
de deformation. Supposons d'abord que le point double Q = Q a ne disconnecte pas C. Dans ce cas la 
normalisation partielle C* de C en Q est une courbe stable de genre g — 1 marquee par deux points Q' 
et Q" , et C se deduit de C* par l'identification Q' = Q" . Cette construction, le "clutching" morphism 
de Knudsen [48], s'etend a la deformation universelle de (C* , Q' , Q") , et conduit a une deformation 
C* — ► Spec R* de C dans laquelle le point double Q s'etend. Comme le clutching morphism est un 
morphisme represent able, fini et non ramifie (loc.cit. cor 3.9), on voit que cette deformation n'est pas 
autre chose que la deformation universelle de C qui preserve le point double Q. Elle peut se decrire 
comme etant la restriction de la deformation universelle C — > Spec R de C a l'hypersurface t\ = 0, si 
t\ designe le parametre de deformation de Q. On peut done conclure que la fibre generique de cette 
deformation est une courbe avec un unique point double Q qui reste du type " boucle" . 

Le niveau etant toujours le niveau abelien (n),n > 3, Interpretation modulaire des points du 
bord permet de decrire en des termes simples la ramification du morphisme M g (n) — ► M g en d'autres 
termes sa structure logarithmique [55]. Fixons C un point de M g sur le corps algebriquement clos k, 
n etant comme toujours inversible dans k. Soit Nic(C) l'ensemble des structures de niveau "nai'ves" 
G = (Z/nZ) 2 ^ sur C (Definition 8.5). II y a une action evidente de Out (G) = GL 2s (Z/nZ) sur Ni G (C); 
alors: 
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Lemme 8.9. L'action de Out(G) = GL 2g (Z/nZ) sur Ni G (C) est transitive. 



Preuve: On suppose d'abord S = Spec k avec k algebriquement clos. Dans le cas lisse le resultat 
est clair, du fait qu'une structure de niveau naive est identique a une vraie structure de niveau. Si 
maintenant C est singuliere, le corollaire precedant montre que les points doubles de C qui sont les 
images des points doubles de £ avec une isotropie non triviale, ne dependent en fait que de C, plus 
precisement du graphe L, et pas de la structure de niveau representee par n : £ — ► C. En ces points 
l'indice de ramification est egal a n. Soit maintenant X la deformation universelle equivariante de S, 
de base 

Spec k[[h,. ..,t r ,.. .,t3 9 -3\] 

t a etant le parametre de deformation de l'orbite de points doubles au dessus du point Q a de C. 
La courbe quotient Y = X/G se deduit de la deformation universelle C de C, ayant pour base 
Spec fc[[ri, . . . , r r , . . . , i"3 fl _3]], par le changement de base donne par r a = i„ Q (Theoreme 5.2). Ce 
qui vient d'etre dit montre que Y, a isomorphisme de deformation pres, ne depend pas du choix de la 
structure de niveau. 

Soient maintenant deux structures de niveau (n), 7Tj : Sj — > C, (i = 1,2) sur la courbe C; 
soient aussi X z ,(i = 1,2), les deformations universelles equivariantes respectives. On peut ainsi sup- 
poser que les deformations X\/G et X 2 /G de C sont isomorphes, done que X\jG = X 2 /G = Y est 
une deformation donnee de C de base S = Spec k[[n, . . . , r r , . . . , T3 S _3]]. On peut en outre, par une 
specialisation convenable, la base etant ramenee a S = Spec(i?), avec R anneau de valuation discrete 
complet de corps residuel k, supposer que les fibres generiques de X. n (i — 1,2) et de Y sont lisses 
et definissent des structures de niveau situees dans une meme orbite de GL2 g (Z/nZ). De maniere 
equivalente, il existe 6 G GL 2g (Z/nZ) tel que le schema Isom(Xf,X 2 ) classifiant les isomorphismes 
equivariants au dessus de Y, soit fini, non ramifie et surjectif. II y a done au moins une composante 
connexe de Isom 7r (Xf , X 2 ) qui domine S et qui alors etale sur S, done isomorphe a S. On en deduit 
un y-isomorphisme Xf X 2 , d'ou finalement un isomorphisme au dessus de C, T,® S 2 , d'ou la 
conclusion. 

□ 

II a ete observe que le morphisme M g (G) / / Z(G) — > M g est un Out (G)-torseur. II n'en n'est plus 
de meme pour le morphisme M g (G) / / Z(G) — > M g . Au niveau des espaces grossiers de modules, le 
morphisme M g (n) — > M g est un revetement galoisien de groupe de Galois GL 2fl (Z/nZ). Pour preciser 
cela, soit un point £ de M g (n) sur le corps k, represente par n : S — > C. Le groupe d'inertie 1% dans 
ce revetement a la description suivante: 

I 6 = {6 G GL 2g (Z/nZ) , S e = E} (8.14) 

Un element de 1^ determine par / : S S e definit done un diagramme commutatif 

S 1 
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dans lequel l'automorphisme horizontal du bas h : C -—> C est celui induit par / par passage au 
quotient. Notons 1^ le sous-groupe forme des couples (/, 8) comme ci-dessus. On a la suite exacte 



Aut G (S) 



(8.15) 



Considerons aussi le groupe Aut 7r (S) des C-automorphismes (non equivariants a priori) de S qui com- 
mutent avec n, et qui preservent globalement G. Du fait que n > 3, le lemme de rigidite implique que 
Autc(S) C Aut „-(£). L'application (/, 8) ^ h est alors bien definie; il en resulte une suite exacte 



Aut 7r (S) 
Aut G (S) 



Aut (C) 



(8.16) 



Noter que la surjectivite a droite decoule du Lemme 8.9. Si C est lisse, on a certainement Aut 7r (S) = 
Autc(S) = G, et 1^ = Aut (C). Dans le cas general, on a le resultat suivant: 

Proposition 8.10. Soit m le nombre de points doubles de C (aretes de V) qui ne disconnectent pas 
r, alors 

AutTr(S) lr 7J l__rj J \m 



G 



(Z/nZ) r 



(8.17) 



Preuve: Soit / G Aut 7r (S), il existe 8 G Aut(G) qui rende l'isomorphisme / : S S e G- 
equivariant. Si X est une deformation infmitesimale equivariante de S, et si i : C > X est le plongement 
equivariant correspondant, le couple (X, if -1 ) definit done une deformation notee Xf de TP . Si X — > 
Spec (S) avec S = k[[t\, t3 9 -3]] est la deformation universelle equivariante de E, alors X s — > 
Spec (S) est celle de S 6 *. II vient alors de /, un automorphisme / de Spec (S), qui conduit au diagramme 
cartesien 



X f 



f 



X e 



1.18) 



Spec (S) ■ 



■ Spec (S) 



oil h induit / sur les fibres au dessus de l'origine G S. Comme nf = n, les deformations de C obtenues 

par passage au quotient par g sont equivalentes, ce qui force / a etre l'identite sur Spec (R) base de 

la deformation universelle de C. Ainsi / appartient au groupe de galois du revetement Spec (5) — > 

Spec (R), groupe identifie a (Z/nZ) m . Noter que si / — 1, alors par examen au point generique, on 

obtient en consequence que / est une translation par un element de G. 

Reciproquement partons d'un element / du groupe de Galois (Z/nZ) m , et notons Xf la deformation 

deduite du carre cartesien . 

X } h - >- X 



Spec (S) ■ 



■ Spec (5) 



Par passage au quotient par G, on obtient un isomorphisme Xj/G X/G. Par le Lemme 8.9 on 
conclut qu'il y a au dessus de Spec (S) un isomorphisme equivariant Xj. ^+ X 9 pour un 8 convenable. 
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Le diagramme cartesien qui en decoule, analogue a (8.18), assure que tout element du groupe de galois 
est dans l'image de Aut^ (E). 

□ 

En general pour un revetement principal degenere, et pour un niveau arbitraire (dominant (n), n > 
3) l'une des deux inclusions 

GcAut G (E)cAut 7r (E) (8.19) 

peut etre stricte, eventuellement les deux. Notons que l'anneau local complete de M g (G) au point defini 
par E est C*s = fc[[ri, . . . , T3 g _3]] AutG< - s - > . La singularite eventuelle de cet anneau local provient done 
du groupe Aut g(E)/G et de son action sur l'espace tangent P^ G (£,0£). Comme application donnons 
une preuve differente du resultat connu suivant (Oort-Van Geemen [36]): 

Proposition 8.11. Soit un revetement principal degenere ir : E — > C deGnissant une structure de 
niveau (n), n > 3. On suppose que C a deux composantes irreductibles se coupant transversalement 
en deux points, alors on a 

Aut ; (S) ^ Z/nZ (8.20) 

Preuve: On suppose done C — C U C", avec C (resp. C") lisse de genre g' > 1 (resp g" > 1), 
et g = g' + g" + 1. Soit C n C" = {Q' , Q"}- Comme h(T) = 1, les stabilisateurs des points doubles 
de E , done au dessus de Q' ou Q", sont egaux disons a H = Z/nZ. Soit resp. S" une composante 
de T qui releve C, resp. C", et supposons que P' G S' n S" soit au dessus de Q'. Si / G Autc(S), 
on a /(P') G GP', on peut done se ramener ne modifiant / par un element de g G G a /(P') = P'. 
Alors /(S') = £' et f(T,") = E". La restriction de / a £' commute a Taction de G', done est definie 
par un element de G', du fait que S' est lisse. Par une nouvelle reduction on peut supposer de plus que 
f\T,' = id. Alors on doit avoir G H = Z/nZ. II est facile de voir qu'inversement un automorphisme 
/ de S defini par ces deux conditions centralise Taction de G. Le resultat en decoule. 

Si maintenant P" G S" est un point au dessus de Q", il est clair que les actions de / en les espaces 
tangents en ces deux points sont definies par des racines n-ieme de Tunite opposees. Done Taction de 
Aut g(S)/G sur Tespace de la deformation equivariante universelle de E est n ^ en, Ti e _1 T2, r a 
T a (a > 3) D'oii vient le fait qu'en ce point M g (n) a une singularite A n _i x (variete lisse de codim 
2). 

□ 

Le calcul explicite du groupe Autc(E), generalisant le calcul de la proposition 8.11, est possible 
avec un niveau general, et sous une condition de genericite de C. La condition requise est celle qui 
pour / G Autc(E) assure que T automorphisme induit h de la courbe C, pointee par les points de 
branchement, est egal a Tidentite. De maniere generale, apres avoir fait le choix d'une orientation du 
graphe T, on a le resultat: 
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Proposition 8.12. Soit Aut Gj7r (£) — {/ G Aut G (£), 7r/ = 7r}. On a une suite exacte: 

i^Aut G ^(s)^n G, ^n G /(D g -) ^ 

v e u>*—>e 

oh d((a v ) v ) = (o" £ 7^a e (o))e, et e(0), e(l) etant respectivement l'origine et l'extremite de e. 

Preuve: Definissons l'application j. Par hypothese Tautomorphisme h de C induit par un element 
/ G AutG,7r(S) est suppose etre l'identite. Des lors pour tout sommet v de Y la courbe £„ = 7r -1 (C„) 
est fixee par /, ce qui entraine que 1'automorphisme defini par la restriction de / a cette courbe coincide 
avec la restriction d'un element <r v G G. En effet, quitte a modifier / par un element de G, on peut 
supposer que / fixe une composante irreductible A„ de £„. Sur cette composante / est alors donne par 
un element de G, en fait du centre du stabilisateur de cette composante, done est egal a cet element 
partout. On definit alors l'injection j par la collection j(f) = {cr v ) v . 

La condition de coherence qu'on doit exiger d'une collection (<j v ) pour qu'elle definisse un auto- 
morphisme de S par recollement des <r v , est que pour tout point double Q de C, done toute arete e 
de r, et si a et b sont les extremites de e, alors u a (P) = <Jb(P) pour tout point double P G S d'image 
Q. Cette condition qui equivaut a ce que a^ l a a fixe tout point double au dessus de Q, assure que les 
automorphismes a v des T, v se recollent en un G-automorphisme de E. Cette condition s'exprime bien 
par d((a v )) = 1. 

□ 

9. Revetements cycliques. 

Le champ des revetements cycliques admet une description particuliere. 21 . Si la base est P 1 on 
donnera une description tres concrete du sous-champ ouvert classifiant les revetements non degeneres, 
comme champ quotient, generalisant le resultat de Arsie-Vistoli [4]. La construction est parallele a celle 
de Jarvis [43] , [44] , qui traite des courbes a spin. 



II est instructif de comparer ce champ avec le champ des courbes a spin etudie en detail par Jarvis [43], [44]. 
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9.1. Revetements cycliques versus racines d'un faisceau inversible 

9.1.1 Racines et quasi-racines d'un faisceau inversible 

On fixe un entier r > 2. Le concept de racine r-ieme se definit en deux temps [43], [44]: 

Definition 9.1. Soit D une combe prestable. Une quasi-racine r-ieme d'un faisceau inversible k sur 
D est la donnee d'un couple (£, <£), ou £ est un faisceau sans torsion de rang un, et $ un morphisme 

$ . c® r — > k (9.1) 

On demande que $ soit un isomorphisme en tout point oil £ est libre. 
Une quasi-racine est une racine r-ieme si on a en plus on a: 

i) En un point singulier de £, i.e. un point en lequel £ n'est pas libre, le conoyau de $ est de rang r—1. 

ii) rdeg £ = degK (deg £ = x(£) - x{O c ))- 

Dans le contexte des revetements cycliques on est amene a considerer les racines d'ordre r d'un 
faisceau inversible Od( — Y^i m iQi)- Dans ce cas les conditions ci-dessus etant imposees, en particulier 
la condition iii) 

deg (£) = 2g-2-J2 m * (9- 2 ) 

i 

Jarvis [43], [44] a montre que le champ classifiant les donnees (D, £, {Qi}) , oil £ est une racine r-ieme 
comme cela vient d'etre defini, est un champ de Deligne-Mumford separe et lisse au dessus de Spec Z[-]. 
Un tel resultat exige qu'une definition convenable des families de racines r-ieme de faisceaux inversibles 
soit proposee. Cette definition comme on va le voir est en fait tres naturelle dans le cadre des champs de 
Hurwitz. Elle utilise au prealable la description par Faltings ( §7.3.3, voir [31], [44]) de la deformation 
verselle des modules sans torsion sur l'anneau local d'un point double. 

Comme il est explique dans [44], la donnee seule d'une racine r-ieme de ujd(— J27=i hQi), c'est a 
dire la version relative de la definition 9.1, definit certes un champ algebrique, mais qui sauf si r est 
premier n'est pas lisse. Pour contourner ce defaut on doit lorsque la courbe stable D est singuliere 
rendre plus precise la structure de Spin en fixant la structure locale du faisceau £ au voisinage d'un 
point double P. Soit S la base, et s G S l'image de P. Posons R = Os,s, et soit x,y : xy = n £ Mr 
un systeme de coordonnees en P. On exige de maniere precise que la structure locale de £, c'est a dire 
apres passage a l'anneau local complete (ou un voisinage etale), soit de la forme 22 (voir § 7.3.3 pour les 
notations) 

£ Q = £(r a ,T b ), a + 6 = r, tt = r r (r £ Mr) (9.3) 
9.1.2. Description des revetements cycliques 

22 

Ce sont les pure n roots de [44] Definition 5.1.3. Cette restriction est necessaire pour que le foncteur des deformations 
infinitesimales du triplet (D , £, soit formellement lisse (loc.cit. Proposition 5.4.4). Cette condition est clarifiee dans [3]. 
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Fixons une donnee de ramification R = Ya=i h[Hi, Xi] (Definition 2.1) relative au groupe G = 
Z/nZ, et soit b = J2i Si on fixe un generateur a de G, on sait que cela equivaut a specifier l'ordre 
d de Hi, ainsi que les entiers ki, 1 < h < e z (l'holonomie locale) definissant les classes [Hi,Xi] par 
Xii* 7 ™^ 1 ) = (^ lTl / e \ Fixons une racine primitive n-ieme de l'unite. 

Soit un G- revetement tt : C — > D = C/G, C et D etant lisses. II n'y a pas lieu de preciser pour le 
moment si les points de branchement sont piques ou marques. Un tel revetement, a groupe de Galois 
cyclique, est totalement determine par la (Od,G) algebre coherente (§ 7.3.3) 

n-1 

**(Oc) = Cj (9.4) 

ou la decomposition du membre de droite est la decomposition facteurs isotypiques. On notera Cj 
le sous-faisceau propre de l'operateur a de valeur propre Dans la suite , on posera C\ = C. La 
multiplication dans 7r*(Oc) induit des morphismes Cj ® Ck — ► Cj+k, les indices etant pris modulo n. 
II en resulte en particulier pour tout j, et d! \ d des morphismes 



<!>, :£ ; ■£,. $ d ,, d :C® d/d ~^C d (9.5) 

Ces morphismes decrivent la structure d'algebre sur 7r*(Cc)- Le morphisme $ = <!>„:£" — > Op 
permet d'identifier la donnee de ramification du revetement tt : C — > D. Limitons nous pour debuter 
au cas lisse. Soit D une courbe lisse definie sur k; rappelons en premier la description classique des 
revetements cycliques de base D, en termes du triplet (D, C, ©): 

Proposition 9.2. Si au point Qi G D l'indice de ramification est e,, Faction de a n / £i au dessus de 
Qi (l'holonomie locale) est decrite par ki, 1 < ki < e i; ou V{ est tel que 1 < V{ < e i; Viki = 1 (ei) 
et rrii = alors Div($) = B, soit $(£") = Od (— Ya=i m i v i Qi)- H y a un unique isomorphisme 
d'algebre qui est l'identite sur C: 



n—l n—1 

i , r. \ 

(9.6) 



i—n i— n \ L J / 



Preuve: Le premier point est classique (voir par exemple [56]). Rappelons brievement les argu- 
ments. Soient Q un point de branchement, O = Oq l'anneau local de D en Q, v la valuation associee. 
Soit O = Op^q O-p la cloture integrate de O dans le corps des fonctions de C. Soit la decomposition 
en sous-espaces propres O = ©"J^C^; posons £ := £i. Notons que £ l = h^i avec hi € O. Soit par 
ailleurs £f — fi E O. Du fait de la normalite de O, il est clair que v(fi) < n. Posons n(/i) = d = ^v, 
ou e = pgcd(n, d), 1 < v < e. Notons que d > car Q est un point de branchement. Si tt G O est une 
uniformisante, et si P est un point de C au-dessus de Q, l'egalite ei>p(£) = uvp(tt) dit que e/vp(ir). 
Comme r"/ e est une unite de O, ou r = on voit que le nombre des points de C au-dessus de Q est 
au moins ^. II en decoule que ce nombre est j, et que l'indice de ramification est e. On a par ailleurs 
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f « = done nv(/ij) + t>(£") = nd, et comme u(£f ) < n, on en tire v(hi) = [^] et = n(f ). 

II en resulte la description: 



j = l 

De maniere plus precise il y a un unique isomorphisme qui est l'identite sur D . 

On peut conclure que le revetement tt : C — > D est de fait totalement determine par le couple 
(£,<£). Notons d'abord que le terme de droite dans (9.7) est une (^o-algebre, la multiplication etant 
donnee par les applications naturelles 

tf[^]®£i[^]^tf+i[<i±^] (9.8) 
n n n 

l'indice i+j etant pris modulo n. II est clair que l'unique isomorphisme qui est l'identite sur ©™T C l 
est un isomorphisme d'algebre. 

□ 

La description (9.2) d'un revetement cyclique entre courbes lisses s'etend facilement a une famille 
de courbes lisses. II suffit de donner un sens au terme de droite dans (9.6). Supposons que dans la 
donnee de ramification les valeurs distinctes prises par les n« = sont p\ < . . . < p s . II est preferable 
pour la suite de mettre le diviseur B sous la forme B = YH=iPi^ii les etant maintenant disjoints 
deux a deux. Posons deg(-Bj) = k{ qui represente le nombre d'occurence de l'holonomie Pi, de sorte que 
J2i kiPi = 12 j n j = nm i l'entier m etant deftni par cette equation. 

La base S du revetement est maintenant arbitraire. Pour tout 1 < p — ^u, 1 < v < e, pgcd(e, v) = 
1, soit A p C C le sous-schema des points de C d'holonomie p. On sait (section 4) que si p = pi, A p 
est un diviseur de Cartier relatif etale de degre kif- sur S. Si p = pi, on notera A p = Aj. Le groupe 
quotient de Z/nZ par le sous-groupe d'ordre a, agit librement sur A,. Le quotient B z C D de A, est 
done un diviseur de cartier relatif etale de degre ki sur S. On a alors: 

Proposition 9.3. Soit tt : C — > D un revetement cyclique entre courbes lisses de base S. Avec les 
notations precedentes, en particulier C := C\, on a B = J2i=iPiBi, et: 

1) Ily aun unique isomorphisme Ci ^> C® 1 [^] qui est l'identite sur C® 1 . Mieux il y a un isomorphisme 
unique de Valgebre "cyclique" E = n*(Oc) sur 



n-1 p. R 



(9.9) 

i=0 L J 

2) le champ de Hurwitz r Hg, n ,i dont les objets sont les revetements cycliques de degre n, de base une 
courbe lisse de genre g, et de donnee de ramification £ est isomorphe au champ dont les objets sont les 
triplets (D, C, <&), oil D est lisse de genre g, et (£, <I>) est une racine d'ordre n de Od(—B), le diviseur 
B = J2 S j=i PjBj etant comme present par la donnee £. 



Preuve: Du fait que B = J2j=iPjBji avec Bj etale de degre kj sur la base S, on peut poser 

iB]_^ [ ip^ i] (9iQ) 
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L'assertion 1) ainsi que la premiere partie de 2) se verifient par un argument local analoque a celui 
utilise dans la preuve 9.2 (voir note de bas de page). On peut d'une autre maniere tout deduire de la 
Proposition 9.2. En effet si la base S est integre, l'egalite de diviseurs de Cartier relatifs Div($j) = [^] 
decoule du fait qu'il y a egalite sur toute fibre geometrique. Comme toutes ces constructions sont 
compatibles aux changements de base, le cas general se deduit de ce cas particulier par changement de 
base a partir de la deformation universelle d'une quelconque fibre. Noter que l'isomorphisme invoque 
est unique. Pour finir la preuve de 1), notons que le terme de gauche dans (9.10) possede une structure 
naturelle de 0£>-algebre, l'identification est alors claire. 

Pour 2) on observera d'abord que la categorie formee des triplets (D, C, $) est fibree en groupo'ides, 
et en fait est un champ. L'assertion se resume done a verifier que le foncteur indique est a la fois un 
monomorphisme et un epimorphisme [51]. Comme monomorphisme signifie que pour deux revetements 
7r : C — > D et 7r' : C — > D' de base 5, le morphisme 

Horn (tt, tt') -> Horn ((£>, £, (D', £' , $')) 

est bijectif, il est clair que cela decoule de 2). Pour verifier que ce foncteur est un epimorphisme, il 
suffit de noter que si on part d'un objet (D/S, £, <£) comme il est indique, alors A = ©"Tp C® 1 [^] a 
une structure naturelle de Ou-algebre, il suffit alors de poser C = Speco D („4). 

□ 

9.2. Revetements cycliques stables 

9.2.1 Revetements cycliques stables et quasi-racines d'un faisceau inversible 

Si 7r : C — > D est un revetement stable defini sur k, avec D singuliere, on peut former de nouveau 
la decomposition 

n-l 

**(Oc) = Cj (9-11) 

Le Oo module ir+(Oc) n'est plus en general localement fibre de rang n, mais seulement sans torsion 
de rang n. Rappelons dans le contexte des revetements cycliques la description precise des singularites 
des Cj (§ 7.3.3). Considerons PeCrai point double de stabilisateur d'ordre e|n, et soit Q le point 
double image dans D. Si a est un generateur fixe de G, on notera r = le generateur distingue 
du stabilisateur H = Gp. La description locale au point Q de la decomposition 9.11 est comme suit 
(§7.3.3). 

Choisissons des "coordonnees locales" x,y le long des branches telles que 

T (x)=C k e x,T(y) = C- k y (9-12) 

conditions exprimant la stabilite de Taction. Notons par un tilde la normalisation k[[x]] x k[[y]] de Oq. 
Si un caractere de H est identifie a sa valeur sur le generateur r, rappelons la decomposition (7.26): 
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Lemme 9.4. La decomposition en H-sous faisceaux propres de Op est: 

6p = 6 Q ® (©<^(* Q ,y e - a )) (9.13) 

□ 

En application des resultats generaux de la section 7.3, on peut decrire le lieu singulier des faisceaux 
Cj (voir en particulier le corollaire 7.9) 23 : 

Proposition 9.5. Le faisceau Cj est localement libre en un point double Q <E D si et seulement si e 
etant Fordre du sous-groupe d'isotropie en un point P au dessus de Q, j = (mod e). 

Posons C — £i, et analysons maintenant les morphismes (9.5) induits par la multiplication, et plus 
particulierement les morphismes <!>., : £® J — ► Cj (1 < j < n). 

Proposition 9.6. Si Q <E D est du type NS (e > 1), il y a deux cas: 

i) Le point Q est une singularity de Cj, alors la dimension de la fibre en Q du conoyau de <&j est j — I, 
et F ideal de Oq image de ($j)q est non principal. 

ii) Dans le cas contraire, si e\j, la dimension du conoyau de &j en Q est encore j — 1, mais l'image de 
<S>j est alors un ideal principal, i.e. libre de rang un. 

Si j = n, le morphisme $ : C® n — ► Od{—B) induit par la multiplication fait de C une racine n-ieme 
de O d (-B). 

Preuve: Cela resulte d'un calcul elementaire (voir la section 7.3.2). Traitons le premier cas, 
done e | j. II resulte de la proposition 9.5 , et avec des notations evidentes, qu'on peut prendre la 
"resolvante" Xj = J27=i CT lJ °' lJ '(x ju , y e ~ jV ) comme generateur local du Oq module principal {£j)q. 
Le meme resultat vaut pour j — 1. On voit alors immediatement que l'image par $j de Xf 3 est 

(^■)q (Xf ) = , v^-^)Xj 

Du fait que la fibre en Q de C® J modulo le sous-module de torsion n'est pas libre, car le point est NS, 
les deux membres de Pegalite (9.14) sont sans torsion de rang un, non libres, d'ou le conoyau de <&j en 
Q s'identifie a 

k[H x k[[v}} 

la dimension de ce conoyau est done j — Pour la derniere assertion, la seule chose a verifier est Pegalite 
ndeg(£) = — deg(B). Comme cette egalite est invariante par deformation, de meme la formation de 
C, il sufht de la verifier dans le cas lisse, ce qui est clair. 

□ 

II est naturel de demander si le morphisme $ provient par p* d'un morphisme analogue $ : 
Of)(n) — > Of) (voir Proposition 7.12 et la construction qui precede). La reponse est donnee essentielle- 
ment par ([44], Proposition 3.1.5). 

23 Noter que Cj et Ck ont meme lieu singulier ssi (j, Ti) = (/c, 7l). 
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Proposition 9.7. Sous les conditions precedentes il existe un unique morphisme 

$:0 6 (n)^0 B (-B) (9.15) 

tel que = <&. 

Preuve: Soit U l'ouvert image reciproque du complementaire du lieu singulier de £. Le morphisme 
p est un isomorphisme sur U. Comme U est schematiquement dense, le morphisme <E> s'il existe est 
unique. II suffit done de le construire au-dessus d'un voisinage d'un point singulier Q, appele D pour 
simplifies De la description de D comme sous-schema de P 1 x D donnepar les equations 

t.y ~ qv = £p - xv = 

on note que D — U\ PI U2, avec U\ — Spec (Oq[s}/(sv — q, sp — x)), U2 — Spec {Oq\t]/{y — qt,p — xi)). 
Le cocycle qui definit Of)(n) est si,2 = t n G T(Ui Pi XJi,Oj£). II suffit done de trouver des fonctions 
regulieres fa sur £/, (i = 1, 2) avec <£i = t n 4>2- Mais onaj3 = 7r",g= 7r e_!y . Si a = mis, b = m(e — u), 
alors p b = q a . II suffit de prendre 4>\ = y b et fa = x a . La verification est immediate. 

□ 

Avec les notations precedentes, a un point de type NS, on attache une paire d'entiers (non ordonnes) 
le symbole (a, b) : 

Tl 

a = mis, b = n — mis, m = — , a + b = n (9.16) 

e 

On a 1 < is < e, et pgcd(^, e) = 1. En particulier pgcd(a,n) = m. Le symbole decrit Taction du 
stabilisateur d'un point P G C aujlessus de Q, sur les branches en P. Notons que l'image de $ en Q 
est l'ideal (non principal) (u a ,v b )C>Q de colongeur n — 1. 

Soit maintenant un object ir : C — > D = C/G du champ de Hurwitz H-g.n^, au dessus du schema de 
base S. Dans la notation du champ on omet le genre g (fixe) de C, ainsi que la donnee de ramification 
£. Notons q et p les morphismes structuraux des 5-schemas C et D. Soit de nouveau la decomposition 
en facteurs isotypiques: 

n-l 

k*(Oc) = Cj (9.17) 

les faisceaux C 3 etant des faisceaux sans torsion de rang un (relatifs) sur S, i.e. plats sur S et les fibres 
au-dessus d'un point geometrique etant sans torsion de rang un. La structure locale de C = C\ peut 
etre precisee de la maniere suivante: 

Proposition 9.8. Soit Q G D s un point de la fibre au dessus du point geometrique s £ S. On suppose 
que Q est un point singulier de C, de symbole (a, b); alors Cq est un module sans torsion de rang un 
au dessus de <D S de type E(T a , r b ). 

Preuve: II suffit d'appliquer la Proposition 7.11. 

□ 

On prouve que le champ des revetements cycliques de degre n et de donnee de ramification fixee £ 
(note Hg t n^), est isomorphe au champ dont les objets sont les courbes stables marquees (ou piquees) 24 
(D,B = J2j=iPjBj) equipees d'une racine n-ieme C du faisceau Od(—B), Pi = m^i. 

24 la courbe D est marquee par le diviseur B = B\ + . . . + B s , le diviseur relatif _Bj etant etale de degre ki sur la base 
S , et les Bi etant disjoints deux a deux. Rappelons que B{ est le lieu des points de branchement d'holonomie fixee p^. 
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Theoreme 9.9. Le foncteur (it : C — > D) \—> (D, £, <£) etablit un isomorphisme de H g . n ^ sur le champ 
dont les objets sont les triplets (D, £, $), oil D est une combe stable marquee par B = J2i=i (voir 
note 28), et (£, <I>) est une racine, dans le sens (9.1)n d'ordre n de Oo(— J2i=iPi^i)- 

Preuve: Le fait que la categorie fibree en groupo'ides d'objets les triplets (D, £, soit un champ 
algebrique separe et lisse est une consequence directe des resultats de Jarvis ([44], Theorem 5.3.1). 
Essentiel est le resultat qui decrit la deformation universelle d'une racine d'ordre n (loc.cit, et [43] 
Theorem 2.3.2). Ce resultat dit que si (£>,£,<&) est une courbe stable marquee par le diviseur B 1 + 
. . . + B s , munie d'une racine d'ordre n de O(-B), (B = J2iPiBi)> ^ a Dase de la deformation universelle 
est une algebre de series formelles k[[ri, . . . ,T b , h+i, ■ ■ ■ , i3 g -3+f>]]> et le morphisme qui a une deformation 
de ce triplet associe la deformation correspondante de la courbe marquee D, s'identifie a 

ip : Spec k[[n, ... ,n,T b+1 , ... ,T 3g -3 +b ]] — > Specfc[[£i, . . . , t b , . . . , t 3g - 3+b }} (9.18) 

ou ip*(tj) = rj i si j < b, et ip*(tj) — Tj si b < j < 3g — 3 + b. Si Q est un point singulier de C 
de signature (a,b), a + b = n, on pose e = pgcd " a g) ■ On notera que ce resultat dit que si le triplet 
(£>,£,$) de base SpecA; derive du revetement n : C — > D, alors ir et (D, C, $) ont "meme" theorie 
des deformations (comparer avec le Theoreme 5.5). Cela signifie que si n : C — > V est la deformation 
universelle du revetement ir : C — > D, alors le triplet image (V, C, <£) est la deformation universelle de 
(D, £, $). Ceci etant, arme de cet argument, la preuve est analogue a celle de la proposition 9.4 (3). 

Montrons que le foncteur est un monomorphisme. Cela revient d'abord a prouver que si un S- 
automorphisme f de C induit l'identite sur (D,£, 3>), alors f — 1. Comme le groupe Aut(C/5) est 
fini non ramifie, il suffit de le voir sur les fibres, done si S = Spec k. II est clair que / est l'identite en 
dehors des points doubles de C, done / — 1. On suppose maintenant avoir deux objets n : C — > D 
et 7r : C — > D avec une meme image (D,£, <&), on prouve que les deux revetements sont isomorphes. 
Du fait de l'unicite de l'isomorphisme, le probleme est local sur S, on peut done supposer que tout est 
defini au-dessus de la base de la deformation universelle, commune aux trois objets, disons de la fibre 
(D s ,£ s , <£> s ). Cela permet de supposer que S est lisse (connexe), et que les fibres generiques des courbes 
en jeu sont lisses. 

Soit le 5*-schema v : Isom(7r, n') — > S forme des isomorphismes induisant l'identite sur (D, £, $). 
On sait que v est fini non ramifie sur S. On sait par ailleurs que v est un monomorphisme dominant, 
e'est done un isomorphisme. 

Reste a voir que localement sur S tout triplet (D, £, <£) de base S provient d'un revetement. II 
suffit de relever un triplet defini sur la base S = Spec k, ceci du fait que Identification des foncteurs 
de deformations permet alors de relever localement une famille arbitraire. Dans le cas ponctuel, on 
deforme le triplet (D, £, <I>) a une base Spec R, ou R est un anneau de valuation discrete complet de 
corps residuel k, de fibre generique D K lisse. Quitte a epaissir R, on peut supposer que la fibre generique 
du triplet provient du revetement Ck — > D K . Le modele stable de ce revetement (§ 5.3) repond a la 
question. 

□ 
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9.2.3. Composantes irreductibles du bord 



La description des composantes irreductibles du bord de H.g,n,(, decoule directement des resultats 
de la section 7.2. On doit considerer une base qui correspond soit a un segment, soit une boucle. 

Le segment: II s'agit de decrire les diviseurs du champ H gt n,£ determines par les graphes modu- 
laires de Hurwitz T qui recouvrent le segment. Decrire un revetement stable C — > S de groupe G = Z/nZ 
de base S = T*i US 2 , courbe avec deux composantes lisses de genres respectifs 1 < gi < 92, 9i + 92 = 9, 
un seul point double, et de donnee de ramification £, est equivalent a la donnee d'une racine n-ieme 
du faisceau O^(-B), B etant le diviseur de branchement. II s'avere cependant beaucoup plus com- 
mode dans les descriptions qui suivent de conserver le point de vue des revetements. Dans la suite la 
base sera notee indifferemment C ou E. Le diviseur de branchement sera note de la maniere suivante 
B = J2a=i m-aVaQa, avec m a = f^, 1 < v a < e a et pgcd(e Q , v a ) = 1. On notera que J2a=i rn-a^a = 
(mod n). 

Le revetement C — > S = Si US 2 comme specifie ci-dessus impose a C a avoir la topologie suivante 
(comparer avec la discussion generale de la section 7.4): 

C = lnd% i Ci V Indg 2 C 2 (9.19) 

pour deux courbes lisses C\ et C2 induisant des revetements C\ — > Si et C 2 — > S 2 de groupes respectifs 
G\ et G 2 , sous-groupes de G. Le stabilisateur d'un point double P (on suppose que P G C\ H C 2 ) de 
C etant H c G\ n G 2 . Soit n» = #Gi (i — 1, 2), e = Done e | m, n 2 , et du fait de la connexite 
de C, ppcm (m, n 2 ) = n. II est aise de voir que si le diviseur de branchement B* de — > S, est ecrit 
sous la forme 

B* = «Q« + -v l Q l = B i + (i = 1. 2 ) (9-20) 

^—^ e e 

avec = les Q^resp.Q 1 ) (i = 1,2) etant les points qui apres identification donnent le point 
double Q a (resp.Q). Le diviseur de branchement du revetement ir : C — > S est alors 

Notons comme consequence de (7.20) les congruences Y^a=i m a l 'a + '~T V% — mod (i = 1,2) 
qui si Bi est connu, determinent de maniere unique e et les v % . Par exemple est le reste modulo 
rii de ^ a * =1 Tn % a v l a \ notons que v 1 + v 2 = e. En d'autres termes la signature du point double Q, obtenu 
par identification de Q 1 et Q 2 est donnee par (9.15) 

a=-v\b=— 9.22 

e v z 

On aa + 6 = net^ = pgcd(a, b). La partition notee dans la suite ir, du diviseur de branchement (de 
maniere equivalente de la donnee de ramification) en 

(ir) B = —Si + — B 2 (9.23) 
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determine tous les autres parametres i.e. m l v l = et m 2 v 2 = ff^ 2 , restes respectifs modulo n» 

de Ej=i m a"a (* = 1)2). Rappelons que dans l'ecriture precedente, 1 < v % < e l et (v 1 ,^) = 1. La 
congruence initiale 

d eg(B) = ^(X^mi^) + ^(E m ^aJ = (modn) (9.24) 

entraine immediatement e 1 = e 2 . Notons par ailleurs que la stabilite impose 2gi — 2 + bi > (z = 1,2). 
La signature (a, b) du point double est en fait determinee par les seuls supports de la partition ir (9.23), 
i.e. la partition des points de branchements [1,6] = /iTJ/2- Nous noterons dans la suite 5 gi ^ g2t7T ou 
5 9lt g 2t B 1 ,B 2 la composante irreductible du bord correspondante a ces choix. Son image dans M. g > .b est 
la composante 6 gug2 j ul2 . Noter que S gug2jBl ,B 2 = $g 2 , gi ,B 2 ,B 1 - 

La boucle: (g' > 1) On suppose que la base du revetement est maintenant une courbe 
irreductible E de genre geometrique g' — 1, avec un unique point double Q. Notons E la normali- 
sation de E et soient Q 1 , Q 2 , les deux points de E pre-images de Q. On sait (§7, 7.13) que pour l'espace 
total C du revetement, il y a deux possibilites: 

i) La courbe C est irreductible, disons avec d = — points doubles. Alors la normalisation C est 
irreductible, et le revetement cyclique C — > E est ramifie avec b + 2 points de branchement, ceux 
provenant des points de branchement de C — > E et Q\, Qi. Le diviseur de branchement est donne par 

B = B + m^Q 1 +m 2 is 2 Q 2 (9.25) 

B etant le diviseur de branchement de E — > C. Notons que m\V\ + = n, en fait — = mi = mi et 
a = m\V\, b = m2^2 est la signature du point double Q. Nous noterons 5o,a,6; l a composante decrite de 
cette maniere. 

ii) La courbe C est reductible. Alors il y a dans C une seule G-orbite de composantes irreductibles, 
fixons Co l'une d'entre elles. II y a aussi une seule orbite de points doubles, soit P G Co l'un de ces 
points. Notons G le stabilisateur de C et H celui de P, d'ordres respectifs n < n et e, et e|n . Soit 
50 G G \ Go un element tel que P € Co n 50 (Co). On sait que Go U 50 engendre G du fait de la connexite 
de C (§7.2), et que par ailleurs H C Go H goG^g^ 1 = Go puisque le groupe est abelien. Notons que 
l'element 50 est determine modulo Go, et au changement go g^ 1 pres. La courbe C est alors obtenue 
par identification des couples de points (gP, gg^ 1 P) G I n d>G (^o)- Le diviseur de branchement de 
Co — > E est visiblement de la forme 

So + -^Qi + -^ 2 Q 2 , ^+^ 2 =e (9.26) 

e e 

avec necessairement la factorisation de B designee (de nouveau) ir: 

Tl 

(tt): B = —B q (9.27) 
n 

La signature du point double Q est a = zra , b = zr-b , avec a = ^v 1 , b = ^v 2 . Noter que ce 
choix n'est soumis a aucune contrainte, i.e. e|no etant fixe, on choisit vi < e, premier a e, alors v 2 s'en 
deduit du fait de l'egalite (9.26). En sens inverse, on a e = — 7. 

=> V > ' pgcd (n ,a ) 

La notation retenue pour cette composante irreductible est <5o,7r,a> Le cas i) correspond a no = n. 
La notation regroupe done les deux cas. 

□ 
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9.3. Revetements cycliques de P 1 

Lorsque la base est P 1 on identifie le champ (ouvert) de Hurwitz a un champ quotient (comparer 
avec [4] qui se limite aux revetements uniformes) . 

9.3.1. Quelques calculs de torseurs 

II est connu que la classification des objets au dessus de la categorie des /c-schemas (k corps, ou 
anneau de base) , etale-localement (ou fpqc) d'une " marque" donnee (terminologie de Demazure-Gabriel 
[21]), est equivalente a la donnee du champ classifiant BG, avec pour groupe structural G, le groupe 
des automorphismes de l'objet marque. Une definition plus precise est comme suit. Soit A4 un champ 
(algebrique) au dessus de k. Soit X un fc-schema, et soit un objet P G M(X), l'objet "marque". Disons 
que Q G M(U) est de marque P, s'il y a un morphisme a : U — > X, un recouvrement (etale) U' — > U, 
tels que Q x v U' = P x x U', done si Isom(Q, P x x U)(U') + 0. 

On definit un champ M(P), le champ des objets de marque P, dont la categorie des objets au- 
dessus de U sont les couples (Q,a : U — > X), avec la propriete de dessus, traduisant le fait que Q 
est de marque P, les morphismes etant les morphismes evidents. Ce champ n'est qu'une presentation 
difierente du champ classifiant ~R(G/X), si G = Aut(P) est le groupe algebrique des automorphismes 
de P ([51], 2.4.2). 

Proposition 9.10. Sous les hypotheses qui precedent, on a un isomorphisme de champs A4(P) ^ 
B(G/X), G = Autfe(P) etant le X-groupe algebrique des automorphismes de P. En particulier, si G 
est lisse de type Bni, le champ M.(V) est algebrique. 

Preuve: Rappelons brievement la definition de l'isomorphisme [21]. Si (Q, a) G (V) est un objet de 
marque P au-dessus de S, il est clair que le S-schema Isomg(P x S,Q Xj S) est de maniere naturelle un 
G fibre principal de base S, definissant le foncteur 9.33. En sens inverse si E — > S est un Autx(P) x x S 
torseur, le produit contracte 

Ex Aut(P)x x S (p XxS ) 

fournit un objet de marque P de base S. Ces deux constructions sont inverses l'une de l'autre. D'une 
autre maniere le champ M(P) est visiblement une gerbe sur X, qui est neutre car P en est une section 
sur X. Le resultat decoule alors de ([51], Lemme (3.31)) 

□ 

Par exemple on peut prendre la marque k n , avec M. le champ des faisceaux localement fibres 
de rang n sur les /c-schemas ([51], Theoreme 4.6.2.1). Alors le principe qui vient d'etre rappele dit 
que ce champ est isomorphe a BGL(n). Plus significatif pour la suite est le cas du groupe projectif 
lineaire PGL(n) = AutP n . Le champ classifiant BPGL(n) est isomorphe au champ dont les objets 
sont les fibrations en P n au dessus d'un fc-schema. Le cas utile pour la suite est un melange de ces 
exemples. Fixons un faisceau localement fibre V de rang r > 1 sur P , done en vertu d'un theoreme 
de Grothendieck de la forme V = 0{n\) © ... © 0(n r ), avec n\ < . . . < n r . Soit la categorie fibree 
en groupoides V, dont les objets au-dessus de S les couples (D —> S,E), avec D —> S une fibration 
en P 1 , et E un fibre vectoriel sur D de type V le long des fibres, e'est a dire, localement sur S, de la 
forme ffi[ = iA: °fi ^ est inversible de degre relatif . Noter que cela a un sens car, localement pour 
la topologie etale, D = Fg. L 'identification des objets est un exercice aise: 
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Lemme 9.11. La categorie Bbree en groupoides V est un champ algebrique. La marque des objets de 
V est (P\ V). 

Le groupe des automorphismes G du modele, est le groupe qui linearise universellement le fibre V . Ce 
groupe s'insere done dans une suite exacte 

1 -> H = Aut (V) -> G -» PGL (1) -> 1 (9.28) 

Preuve: Le premier point se resume essentiellement a montrer que si (D, E) et (D', E') sont deux 
objets de V au-dessus du schema S, alors le faisceau sur S et 

(T^S)^ Isom r ((D T , E T ), (D' T , E' T )) 

est representable par un 5*-schema de type fini. On peut proceder en deux etapes. Soit d'abord le 
foncteur lsom s (D, D') qui est represents un torseur X sous le groupe PGL (1). Si : D x s X —> D' x s X 
est l'isomorphisme universel, on est ramene visiblement a prouver que le foncteur defini sur la categorie 
des X-schemas (U — > X) i— > Isom u(Eu,&*(E')u) est representable, en fait par un X schema affine 
sur X. C'est un fait connu. Identifions maintenant la marque des objets de V . II est clair que toute 
fibration en P 1 de base S est localement (pour la topologie etale) de la forme P^. Supposons done 
D = Pij. Ceci etant, le module localement libre E etant de type V, quitte a localiser si necessaire, on 
peut le supposer de la forme E = C P i (ni) © ... © C P ^(n r ) = p*{V), ou p : Fg — > est le morphisme 
de changement de base. Ce qui montre que la marque est bien (P 1 ,!^). Pour decrire le groupe des 
automorphismes de l'objet marque, rappelons que si un groupe algebrique G agit sur une variete X, 
Taction etant p : G x X — > X, une G- linearisation d'un faisceau coherent F, est un isomorphisme 
$ : P2(F) fJ-*(F) verifiant une relation de cocycle bien connue (par exemple [57], voir aussi § 6.1). 
En general un faisceau F localement libre de rang n sur X n'est pas G-linearisable, cependant il le 
devient si le groupe G est agrandi convenablement. De maniere precise, l'argument rappele en debut 
de preuve montre qu'il existe un groupe algebrique G, et un morphisme de groupes G — > G, tel que les 
G-linearisations de F correspondent de maniere bijective aux sections de G — > G. En fait on applique 
la construction du debut au couple de faisceaux (p* (F) , pi,(F)) , p et p2 etant respectivement Taction 
et la projection G x X — > X , de sorte que 

G = l S om(p*(F),p*(F)) 

D'une maniere simplifiee, les points de G sont les couples (g, </>), avec g £ G, et : F ^ g*(F). La loi 
de composition etant 

(g,4 > )(h^) = (gh,h*( ( f > )i>) (9.29) 

Si on a pour tout g £ G, g*(F) = F, alors ce groupe s'insere dans une extension 1 — > Aut(F) — > G — > 
G — > 1. Applique a la situation presente, cela donne la seconde partie du lemme. 

□ 

Noter que T extension (9.28) n'est en general pas scindee du fait que 0(n) est PGL (l)-linearisable 
si et seulement si n est pair; il n'est que GL (2)-linearisable. Soit a g : Oil) ^> g*{0(l)) la linearisation 
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tautologique de 0(1) qui induit une linearisation de V, ©[ =1 af ni : V —> g*(V) (g G GL(2)). Noter 
que AI2 agit diagonalement sur V par la matrice diagonale diag(A rai , . . . , A™ r ) On notera cependant 
que la linearisation tautologique de V sous GL(2) se descend dans tous les cas en une linearisation 
sous GL(2)//z<2, si d est le pgcd des n». Le groupe H est aise a decrire. Supposons la partition (n») 
de r = Ym=i n i> prenant p valeurs distinctes k\ < . . . < k p , ki apparaissant ctj fois. Alors V a une 
nitration canonique 

^ F p c . . . C F 1 = E, F J /F j+1 = O p i (kj)®^ (9.30) 

En fait si V = ®j =1 Opi (kj)®^\ on a Fj = ® p m=j 0^i (k m )® (oim \ En particulier un automorphisme de 
E respecte nitration F . II est alors immediat que H = Aut (E) est le produit semi-direct 

v 

H = Uxs Y[GL(a z ) 

j=i 

d'un groupe unipotent U par un produit de groupes lineaires. Dans certains cas, G est en fait un produit 
semi-direct. Supposons ai — ...a p — 1. Soit une relation de Bezout 1 = ^j m ilf- Considerons le 
caractere de H donne par \ : H — > Y\ P =1 GL(a l ) ^ G m avec tp({gj)) = Ylj det(gj) m ' , et soit K le 
noyau de %. On a la remarque evidente: 

Lemme 9.12. Sous les conditions indiquees, le groupe H est le produit semi-direct H = Kyi GL (2)//j, d . 
Si de plus d est pair, la suite (9.28) est scindee. 

Preuve: Notons a : GL(2) — > G la section induite par la linearisation canonique. Alors les 
elements de K qui sont aussi dans l'image de a, sont les diag(A™ 1 , . . . , A" r ), avec \J2 miTli = \ d = 1. 
Cette intersection est done reduite a l'identite. Le reste est clair. Pour le point deux, notons que si 
les ^ sont tous pairs, alors on obtient une section de G — > PGL(l) par factorisation de g € GL(2) 1— > 

®i af ni det{g)- ni / 2 . 

□ 

9.3.2. Interlude: Geometrie du discriminant des formes binaires 

L'espace affine des formes binaires admet une stratification naturelle, dont la geometrie est intime- 
ment liee a celle des schemas de Hurwitz classifiant les revetements cycliques de P . Soit N un entier 
fixe dans toute cette section, et soit \i = n\ < ni < . . . < n r une partition (fixee) de poids N. Une 
forme binaire (non nulle) 

a X N + a 1 X N ~ 1 Y + ... + a N Y N (9.31) 

est representee par le point (ao, ■ • ■ , oat) G A^ +1 . On notera = X( nii ... inr ) la sous variete (localement 
fermee) de l'espace affine A N+i des formes binaires de degre N, formee de celles qui sont le produit 
de r facteurs lineaires non proportionnels, de multiplicites respectives n\ < n 2 < ■ . ■ < n r . On parlera 
de n comme du type combinatoire de la forme binaire. II est facile de decrire X^ comme un cone 
au dessus d'un produit d'espaces projectifs. On ecrira preferablement la partition fi sous la forme 
duale fj, = ml 1 . . . m k s 3 , signifiant que la fonction i — > n» prend les valeurs distinctes m\ < . . . < m s 
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respectivement k\, . . . ,k s fois. Une forme binaire de type fi peut alors etre ecrite sous la forme plus rigide 
F = n^i/i"*) (fiifj) = 1 si z 7^ j, deg(/i) = ki , f\ etant sans facteur multiple. La decomposition 
est generiquement bien definie a Taction du groupe diagonalisable pres 

s 

r„ = {A = (Ai,...,A 8 ), ]JXT =1} (9.32) 

i=i 

Pour decrire avec plus de precision la stratification de A^ +1 , de strates les sous-schemas , rappelons 
(voir par exemple [47]) quelques proprietes du morphisme de Viete. Soit Z N = (Al) N la variete des 
27V-uples 

(u 1 ,v 1 ,...,u N ,v N ), ( Ui , Vi ) + (0,0), \<i< N (9.33) 

II y a sur Zn une action evidente d'une part du groupe G%> e t d'autre part du groupe symetrique 
Sn- II en resulte une action du produit semi-direct G^ x Sn sur (A*)^, telle que Zn/G^ x Sn = 
(F^/Sn = ¥ N . Soit le sous-groupe T N = {{h,...,t N ) £ G^/H^i = 1}. Les choses s'expriment 
mieux en termes de cones au dessus d'une variete. Rappelons que si X est une variete normale, et si C 
est un faisceau inversible ample sur X, alors l'algebre 

j? = 0r(X,£® d ) (9.34) 

d>0 

est de type fini, et normale. La variete affine Spec (R) est le cone de base X defini par C. Si X est lisse, 
le sommet est le seul point singulier, point singulier conique, et il est immediat que le fibre vectoriel 
V{C) —> X, induit une resolution de la singularity conique, via le morphisme naturel V(C) — > Spec(i?). 
Le diviseur exceptionnel est la section nulle de la fibration, et son complementaire est isomorphe au cone 
epointe Spec(i?) —0. Notons par ailleurs que Spec(i?) — 0/G m = X, et Pic (Spec R — 0) = Pic(X)/[£]. 
Ainsi la variete notee A^ +1 des formes binaires de degre ./V peut etre identified avec le cone epointe de 
base F N , relatif a 0(1). Rappelons que le morphisme de Viete (relations coefficients-racines) v : Zn = 
{&1) N — > A^ +1 est defini comme suit: 

N 

(mi, wi, . . . , u N , v N ) i ► Yl(uiX - Vi Y) = a X N + ...+ a N Y N (9.35) 
i=i 

Ce morphisme permet de justifier l'identification classique suivante: 

Lemme 9.13. Le quotient X N = Z N /T N est le cone epointe de base (P 1 )^ defini par le faisceau 
inversible 0(1, . . . , 1), de plus Z N /T N x S N = Af +1 . 

□ 

Pour decrire X^ on forme d'abord le plongement "diagonal" de (A*) r dans (A*)^ i.e. 

{ui,Vi, . . .,U r ,V r ) I ^ (ui,vi, . . . , u i ,v 1 ,u 2 ,v 2 , ...,u r ,v r ,.. .,u r ,v r ) (9.36) 

le premier couple repete n\ fois, etc. On note que Timage de (9.36) est la sous variete des points fixes 
de S ni x ... x S nr . Le sous groupe de TV x Sn qui agit sur cette image, est le normalisateur de 
S ni x ... x S nr , done est le groupe x Norms N (S ni x . . . x S n . r ), avec T M donne par 

T, = T N ^ X - XS ^ ={(t 1 ,...t 1 ,t 2 ,...,...,t r )}, t?...1?' = l (9.37) 

Noter que cette action est libre generiquement, mais pas fibre partout. On a utilise en passant le lemme 
evident suivant: 
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Lemme 9.14. Soit un produit semi direct G = H x K, et soit A C K un sous-groupe de K. Le 
normalisateur de A dans G est H A x iV#-(A). 

□ 

Le groupe diagonalisable T M n'est connexe que si d = pgcd(ni, . . . , n r ) = 1, sinon T^/T° = 

Z/dZ . Noter qu'a cela correspond une action libre du groupe diagonalisable = ker(G^ — > 
G m ), (ii, . . . , i r ) h-> i™ 1 . . . i™ r sur (A^) r qui s'exprime par 

(tl, . . .,t r ).(ui,Vl, . . . ,U r ,V r ) = (tlUl,tlVl, . . . ,t r U r ,t r V r ) 

et qui rend le plongement (9.36) equivariant. II en decoule une action residuelle du normalisateur 
:= Norm SN (S ni x . . . x 5„ r ) sur = (Al) r )/T fl . Rappelons que les valeurs distinctes prises par 

les rii sont = n fcl+ ... +fei , m\ < . . . < m s . On trouve pour le normalisateur le wreath product 
= (S mi I Skj) x ... x (Sm s I SkJ- En resume on a le fait connu suivant: 

Proposition 9.15. 1) Le quotient = (A^) r ) /T M s'identifie au cone epointe au dessus de (IP 1 ) 7 " relatif 
a C = 0(i%i, . . . , n r ). 

2) Le quotient = Z^/N^ s'identifie au cone epointe au dessus de F hl x . . . x F ks defini par le faisceau 
inversible 0(ni\, . . . ,m s ). Le morphisme — > A^ +1 est fmi birationnel sur son image, il definit la 
normalisation de la strate fermee X„. 

3) La varieteX^ est isomorphe au complementaire dans C M = Z^/N^ de V hyper sur face A(/i f s ) = 

(A( — ) etant le discriminant usuel) 

Preuve: Pour 1), on note que les fonctions invariantes sous sont les fonctions polynomials 
f(ui,vi, . . . ,u r , v r ) telles que pour t G T M : 

f(tiUi,tiVi, t r u r , t r v r ) = f(m,vi, ...,u r , v r ) 

si / est multihomogene de multidegre (ai, . . . , a r ), le poids de / est t i— » t" 1 . . . t" r , done on doit avoir 
. . . ,a r ) = e(ni, . . . ,n r ) pour une > 1. L'assertion 1) en decoule. D'une autre maniere, on peut 
noter que la projectivisation du plongement (9.36), est le plongement polydiagonal (P 1 ) 7 " t—> (P 1 )^ et 
que la restriction de 0(1, . . . , 1) est 0{n\, . . . , n r ). L'assertion decoule alors du lemme 3. 
Pour 2), on note que Taction du groupe fini N^, se reduit a Taction de x . . . x Sk a , ce qui conduit 
au fait que les points de Z^/N^ ont pour coordonnees (multihomogenes) , les coefficients des produits 
partiels 

fci 

fi(X,Y) = H(uiX - Vi Y) = aJX fel + . . .a\Y^ (9.38) 
i 

On peut identifier un point de ce quotient a un s-uple de formes [/i,...,/ s ], de degres respectifs 
k\, . . . , k s . L 'identification etant 

s 

[f 1 ,...,f s ] = [g 1 ,...,g s }^g l = \ l f l (Ai £ fc*), JJ AT = 1 (9-39) 

i=l 
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Comme dans la description precedente, on retrouve bien la description des points du cone de base 
P fel x . . . xP fes relatif au faisceau 0{m\, . . . , m a ). D'une autre maniere le quotient Z^/N^ est isomorphe a 
A^ +1 x . . . x A^ +1 /T', le tore V etant le noyau de G s m G m , (Ai, . . . , A s ) i-> ]Ji=i l'identification 
s'obtient en effectuant le quotient partiel de par le sous tore de Tn donne par les equations Yli=i — 
1, . . . , Ili=i U = L Le morphisme Z^/N^ -> Af +1 n'etant autre que (/i, . . . , / s ) /J 711 . . . /™« . Tout 
est plus clair sur le diagramme 

Z^ = (AlY/T, . ZJN^ Af + 1 



Les fleches <J>, sont celles explicitees lors de la preuve, c'est a dire 

s 

d>(D 1 ,...,D a ) = Y l miD i , <h;/, /,;;• :/r ..../r : (9.40) 

<=i 

□ 

Remarque 9.2 Les relations d'incidence entre les strates C A^ +1 se decrivent facilement 
au moyen d'un ordre entre partitions de poids donne N [47]: r\ = (r\\ < . . . < r]i) < /J, — (n\ < 
. . . < n r ) r/j = Sj g / les ij formant une partition de [l,r]. L'adherence de la strate est 
A 7 ^ = IJr,< A i -^r Le morphisme C M = Z^/N^ — > A^ =1 a pour image A 7 ^, est la desingularisation 
de X M . Apres projectivisation, ce morphisme se reduit a P fel x . . . x F ks — > F N qui est le compose 
d'un plongement de Veronese, suivi d'une projection lineaire; ce morphisme est la normalisation de son 
image. 

Exemple 9.3 Le cas fi = (1, ...,1,2), soit k\ — N — 2, ki — 1, m\ — l,m,2 = 2, correspond 
a l'hypersurface discriminant (privee de l'origine), qui a pour normalisation le cone epointe de base 
pJV-2 x pi^ re iativement a 0(1, 2). Le morphisme de normalisation est [/i, / 2 ] i— > F = • Si f\ a un 
facteur lineaire multiple, on peut l'echanger avec / 2 , ce qui montre que ce morphisme n'est pas bijectif 
sur l'image. Regardons comme exemple le cas des formes quartiques (9.31) (N — 4). Le discriminant 
A caracterise les formes avec un facteur lineaire double, done \i = (1,1,2). Pour fj, = (1,3), Xi 3 est 
le cone epointe au dessus de P 1 x P 1 defini par £ = 0(1,3). La theorie classique donne des equations 
pour X 13 : P(F) = Q(F) = 0, si on note P et Q les covariants 

1 3 3 1 

p = c( a 2 ~ 3aia 3 + 12a a 4 ), Q = a a 2 a 4 - -a al - -a\a A + 18aia 2 a 3 - — a 2 

o o OD 

Dans le cas \x = (2, 2), done mi = 2, s — 1, k\ — 2, X 2i2 represente les formes quartiques carre d'une 
forme quadratique; dans ce cas aussi on obtient des equations en ecrivant que la forme hessienne H(F) 
est proportionnelle a F. Enfin si /j, — (4) qui est le cas des formes avec un seul facteur lineaire, les 
equations de X^ qui est la strate fermee, se resument comme on le voit facilement a H{F) = 0. 

9. 3. 3. Le champ des revetements cy cliques de la droite projective 
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On fixe la ramification d'un revetement cyclique de degre n (§ 9.1) sous la forme d'une suite de 
diviseurs de n, 1 < e»|n (1 < i < r), et pour tout i, un entier 1 < rji < ei, tel que pgcd(ej,?7i) = 1; 
on posera rii = ^-r\{. On supposera que n\ < . . . < n r , definissant ainsi une partition p de poids 
N = nm = J2i n i- 

Soit 7r : C — > D un revetement cyclique a ramification fixee de type p, de base S, les fibres 
geometriques de D — > S etant isomorphes a P 1 . On sait (Proposition 9.4) que le revetement ir : C — > D 
peut etre reconstruit en partant de la base D, equipee de la structure additionnelle (£,$). II sera 
preferable dans la suite de noter la partition p comme une suite strictement croissante avec repetitions, 
done de considerer les entiers rnj (1 < j < s) (distincts) definis par la partition ri\ < . . . < n r comme 
cela a ete fait dans la section 9. Cela permet d'ecrire le diviseur B tel que Div (3>) = B sous la forme 
B = J2i=i m iBi, les diviseurs B t etant maintenant disjoints deux a deux. Posons deg(Bj) = hi, de 
sorte que J2i ^i m i — J2j n j = nm ' l'entier m etant defini par cette equation. 

Revenons a la variete lisse partie ouverte du cone Z^/N^. Le groupe GL(2) agit de maniere 
naturelle sur l'espace vectoriel des formes binaires de degre donne, i.e. g.F(X, Y) = F(g~ l X,g~ l Y), 
mais cette action ne se descend pas en general en une action de PGL(l). L'entier m etant comme 
introduit au dessus, on notera cependant qu'il y a une action du groupe GL(2) / ' [i m sur le cone epointe 
Z^/N^, de maniere explicite 

g[h,...,f s ] = g.J\ «/./,; (9.41) 

Cette definition est coherente du fait que Ylt=i ^% m i — nm - D e maniere equivalente, le faisceau 
0(mi, . . . ,m s ) sur P fel x ... x P fes est canoniquement GL(2)/^ m -linearise. La description qu'on a 
en vue du champ H-n.^ des revetements cycliques de degre n de P 1 , a ramification de type fj,, et qui 
dans le cas des courbes generalise [4], est: 

Theoreme 9.16. Les points de branchement etant marques (non indexes), on a: 

W„, M = [X„/(GL(2)//i ro )] (9.42) 

Si les points de branchement sont piques (ordonnes) on a, pour une action de G m qui sera precisee dans 
la preuve, et etant le complementaire dans Z^de la grosse diagonale 7i n ^ = \Y^/G m ]. 

Preuve: On commence par definir un morphisme Hn^ — > [X^/ (GL (2) / fi m )] , qui apres verification, 
sera un isomorphisme. Soit un revetement p : C — > D, de base S. La courbe q : D —> S est un fibre 
en coniques, et le sous- faisceau propre £ G Pic(D), de 7r^(Cc), relatif a valeur propre £„, est de degre 
— to le long des fibres. Par ailleurs la multiplication definit un morphisme injectif <f> : C® n — > Ojj, le 
diviseur B de $ ayant par definition un type combinatoire fixe le long des fibres. Ce qu'on traduit par 

B = Div($)= (9.43) 

Ke|n. l<r/<e 

On recupere d'une part un torseur P = Isom((P^, Vs), (D — > S,L)) sous G = GL(2)/p m , avec 
V = 0(—m). Du fait de la forme du diviseur de la section cette section definit d'autre part un 
morphisme P — > X^ C A N , qui est par construction clairement G-equivariant. Cette construction 
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donne done un foncteur — > [X^/G] Pour prouver que e'est un isomorphisme, il suffit de voir que 
e'est simultanement un monomorphisme et un epimorphisme [51]. II est possible en fait d'exhiber un 
foncteur quasi-inverse, comme la preuve de dessous le suggere. Pour tout schema S, on doit s'assurer 
que la restriction de ce foncteur a la categorie des sections au-dessus de S est pleinement fidele. Cela 
se ramene a voir que tout S'-isomorphisme de revetements / : C —> C correspond de maniere bijective 
a un isomorphisme des objets images par le foncteur considere. Notons h : D — > D 1 le 5-isomorphisme 
entre les courbes quotients. II definit d'une part un isomorphisme entre les G-torseurs associes P ^ P' , 
et un isomorphisme Z/nZ-equivariant 

V : £ = ©?=oA h*(£> = ®^C' i ) (9.44) 

Notons ipi : £i —> sa restriction a C{. Rappelons la relation $'.ipf n = il s'agit done de voir 

que l'isomorphisme initial / peut etre reconstitue demaniere unique en partant de la donnee (h,tpi). 
C'est exactement le contenu de la Proposition 9.4. 

Dans le cas des points de branchement ordonnes la donnee qui se substitue a m)) est 

(P 1 , (Qi, . . . , Qb), 0{— m)), le groupe G est done G = G m = Aut(0(— m)). II est evident que cela 
revient dans la preuve precedente a remplacer par Y^, dont les points correspondent a la donnee de 
b points distints Qi, ■ ■ ■ ,Qb de P , et d'une forme binaire / de diviseur des zeros Div(/) = ^ . njQj. 
L'action de G m derive de "Taction" A[(wi, v\), . . . , (ub, Vb)] = [X 1 ^ m (ui, v\), \ l / m (ub, Vb)j- Le reste 
est clair. 

□ 

Exemple 9.4 Si n = 3 (voir [4]), revetements galoisiens triples de la droite projective, le diviseur B 
est de la forme B = B1 + 2B2, avec B\ et B2 disjoints et sans multiplicites; on a entre les degres respectifs 
la relation k\ + 2&2 = 3m. On a en fonction de la prescription generale: Div($2) — [^] = 2_Bi + B-i- 
On voit que X^ est dans ce cas un ouvert du cone de base P fcl x P fe2 defini par 0(1, 2). Dans [4] Arsie 
et Vistoli ont traite le cas generique [i = (1^); les revetements correspondants sont appeles par eux 
uniformes. Dans cette situation, on a s = 1, et X^n^ est simplement le cone des formes de degre 
sans racine multiple. 

10. Groupe de Picard et classes tautologiques. 

La position du champ de Hurwitz comme etablissant une correspondance entre champs de courbes 
marquees (ou piquees) 

Mg,r+ " n g ,G,t " »Mg>,b (10.1) 

suggere l'existence sur ce champ de fibres tautologiques lies a la specificite des revetements galoisiens. 

On notera pour tout groupe fini G, (— , —)\g le produit scalaire de deux caracteres de G, et R(G) 
Tanneau des representations (ou des caracteres) de G. Si v e G, on notera V v l'espace vectoriel qui 
supporte la representation de caractere (irreductible) v. Pour tout reel x, on posera (x) — x — [x\. 
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10.1. Fibre de Hodge 



10.1.1. G -fibres vectoriels sur le champ de Hurwitz 

Soit le morphisme canonique (representable) oubli de Faction de G i : 7Y g ,G.£ — y Mg t {r) ou comme 
precedemment, r designe le nombre de points de ramification, et b le nombre de points de branchement. 
Si 7r : C — > D est un revetement on supposera la base piquee par 6-points contenant les points de 
branchement. La courbe C est marquee par les preimages des points de branchement. Le marquage de 
ces points par paquets se deduisant de la numerotation des points de branchement. Rappelons qu'un 
faisceau sur W Si g,§ est l'assignation pour tout revetement q : C —> D S d'un faisceau coherent E(tt) 
sur la base S, de maniere compatible avec les morphismes. Soit la remarque: 

Lemme 10.1. Soit F un faisceau coherent (resp. un fibre vectoriel) sur M. g , T . Le faisceau t*(F) sur 
7i s> G,§ est un G-faisceau coherent (resp. un G-hbre vectoriel), relativement a Faction triviale de G. 
Dans le second cas il se decompose en la somme directe de ses composants isotypiques 

**(F) = @F X ®V X (10.2) 

les F x etant des faisceaux localement libres sur H g .G,£, et la somme directe etant indexee par les 
representations irreductibles de G. 

Preuve: Si F est un faisceau sur Ai gyT , done defini par une collection de faisceaux coherents 
F(q) = F(C 5), on a pour tout morphisme de M g , r , i.e. un carre cartesien 

C f - *C' 

i g' 

S ^ +S' 

un isomorphisme <f>f.h '■ F(q) — > h*(F(q')), les 4>$,h etant assujettis a satisfaire a une relation de 
cocycle <j)ff } h'h — ^*( < / ) /',^l')• ( / , /,^• Si maintenant q : C — > S provient d'un G-revetement ir : C — > D, 
alors tout element g e G definit un automorphisme de C — > S dans M 9i r, mais pas dans le champ de 
Hurwitz, sauf si g est dans le centre. II en resulte un isomorphisme <f>(g) : F(q) F(q) qui du fait de 
la relation de cocycle represente une G-linearisation sur le faisceau image reciproque i*(F) defini par 
i*(F)(n) = F(q). Si F est de plus localement libre, il se decompose en facteurs isotypiques 

nq) = ® F xM® v x ( 10 - 3 ) 

avec F x (q) = TiomoiOs ®V X ,!F). Comme les morphismes de W Si g,5 sont G-equivariants, il en decoule 
une action de G sur i*(F), en d'autres termes les facteurs F x (q) definissent un fibre vectoriel sur le 
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champ de Hurwitz. De la sorte la decomposition qui precede induit done la decomposition en sous- 
faisceaux propres (10.1). 

□ 

Un G-fibre vectoriel sur le champ de Hurwitz aura pour sens un fibre donne par une decomposition 
(10.2). Un G-morphisme entre deux G-fibres vectoriels est un morphisme qui commute aux actions 
respectives de G. Soient F et H deux G-fibres vectoriels sur le champ de Hurwitz. Nous dirons qu'ils 
sont disjoints si une meme representation irreductible V x n'apparait pas simultanement dans F et dans 
H. Notons le fait evident suivant: 

Lemme 10.2. Supposons avoir une suite exacte O^E^F^H^O, les faisceaux etant des G-fibres 
vectoriels, et les morphismes des G-morphismes. Si E et H sont disjoints, alors F = E © H . 

Preuve: L'hypothese signifie que pour une representation irreductible V x donnee, on a soit E x = 
F x , soit H x = F x . Le resultat en decoule. 

□ 

10.1.2. Decomposition du fibre de Hodge 

Rappelons [40] que le fibre de Hodge E g / jb (resp.E ff;r ) sur M. g 'fi (resp. M g . r ) est le faisceau dont 
les sections sur l'objet p : D — > S (resp. q : C — > S), courbe stable marquee de genre g' (resp. g), est le 
faisceau localement libre de rang g' (resp. g) sur S 

E(p)= P 4u 1 D/s ) (10.4) 

Notons que par dualite de Serre ce faisceau est dual de R 1 (/ h< (C , d), et que le morphisme trace permet une 
identification P^q^^D/s) = Os- La classe de Hodge A G Pic(A / J g ',b) est par definition A = det(E) = 
ci(E); on definit plus generalement A, = Cj(E). Pour eviter toute confusion, on notera dans la suite E& s 
(resp. Xbs) le fibre vivant sur la base. 

Soit un revetement galoisien stable de groupe G, n : C — > D de base S, p : D — > S et q : C — > S les 
morphismes structuraux. Sous ces conditions les faisceaux q*u> c /s et P 1< ?*(0c) sont des G-faisceaux 
pour Taction triviale de G, localement fibres, et en dualit. Le faisceau localement libre de rang g = gc 
(genre de C) q*u>c/s definit un G-faisceau sur le champ H g n que nous noterons dans la suite E tot . 
Ce fibre vectoriel est exactement l'image reciproque du fibre de Hodge sur M g r , comme explicite 
en (10.1.1). Le fibre de Hodge sur Ai g \b etant note Efe s , on veut comparer E tot et 5*(Ef, s ). Soit 
decomposition en facteurs isotypiques (10.1): 

E tot = E„ ® V v (10.5) 

La fibre de cette decomposition en G — > D est simplement la decomposition en facteurs irreductibles 
de H°(C,u>c)- La formule de Chevalley-Weil (§ 3.2) permet de preciser le rang de chaque facteur, la 
donnee de ramification £ = X)i=i[-^»> Xi] etant fixee. 
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Proposition 10.3. Soit la decomposition du fibre de Hodge E tot en facteurs isotypiques E tot = 
®„eG E„ <g) V v . On a en particulier Ei = 5*(E& S ). Le rang de E v est donne si v ^ 1 par la formule de 
Chevalley- Weil 

rg(E v ) =dim(v)(g'- 1 + ^(1-1)) - £ ^(flZ*)^ ^-1)^ (10 . 6 ) 

\ i / I I — I 

Si G est cyclique 25 d'ordre n, (10.6) se specialise en (0 < {—) < 1 designant la partie fractionnaire): 

rg(E v ) = g'-l + Yf^i) (10.7) 

i=i 6i 

Preuve: II suffit de se placer sur 5 = Spec/c. Si 7r : C — > £ est un revetement du type indique 
defini sur k (\G\ ^ G fc), il suffit, pour avoir l'expression (10.6), d'expliciter pour tout v le rang du 
facteur isotypique H°(C, Oc) v \ de maniere equivalente, trouver la trace de Lefschetz (voir §3.2) 

L G (n c ) = [H°(C,n c )] - [H\C,Sl c )] e R(G) 

Si tt*(Q,c) = ©„ e (j E v ® V v , cette derniere s'exprime par L G (Qc) = J2 V x(E v )[V v ] G R(G). Cette 
expression montre qu'il suffit de trouver le degre de E v et d'appliquer alors le theoreme de Riemann- 
Roch (voir § 3.2). Le degre s'obtient facilement au moyen de la suite exacte 

o -> tt*(e v ) -> o c v; v -> Q„ -> 

Q„ etant concentre sur les orbites de points de ramification, plus precisement = z Ind^J. ((Q„)pJ 
ou Pi est un quelconque point d'une l'orbite de type [Hi,Xi]- De cette observation on tire facilement 
(voir § 3.2 pour un calcul analogue) 

deg (E v ) = _ £g e^l (t>v , ^-i) 

La formule de Riemann-Hurwitz donne = 2g' — 2 + ^^ =1 (1 — 7-), d'ou par substitution dans la 
formule de Riemann-Roch 

X (E v )=dim(v) ^-1 + ^(1-1)) - Y^^C—Kv^x'r 1 )^ 

V i 1 ) i 1=1 1 

Si maintenant G est cyclique d'ordre n engendre par a, alors pour tout entier < v < n, v designant 
la representation de caractere Xv{&) — Cni on a (Xv V , x\ ~ 1 )\H i — sauf si Z — 1 est le reste mod- 
ulo Ci de —Wi. D'ou le resultat. Pour confirmer la validite de l'expression (10.7), verifions que 



^ Par exemple si V — fl — 1, on trouve pour le rang de la composante correspondante du fibre de Hodge g' — l~l~X^i=l ^T" 

.,/ 1 • 

v n 
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J2 V dim(v)rg(E v ) = g c = g- La somme sur les caracteres irreductibles de la partie qui suit le signe 
moins, donne 

E ^(£(dim,K,xrK = E^.xi- 1 )^ = £( = #G£^|^ 

La premiere somme se simplifie du fait de J2 v ^ m ( v ) 2 = ^ es choses etant mises ensemble, la 

formule suit. 

□ 

Exemple 10.1 Soit le cas n — 3, i.e les revetements triples galoisiens de genre g de P 1 . Dans ce 
cas une donnee de ramification equivaut a une partition des points de branchement [1,0 + 2] = Ai U A2, 
avec |Ai| = |A 2 | (mod 3) (voir § 2.3). Le fibre de Hodge est une somme directe E = Ei ©E 2 ou 

, . IA1I + 2IA2I , . 2IA1I + IA2I 

r g (Ei)= 1 11 ^ 1 21 -1, rg(E 2 ) = 1 ^ 21 - 1 (10.8) 



II y a une construction duale. Soit un revetement galoisien stable ir : C — > D de groupe G. Le 
faisceau ir*(Oc) est un (Od,G) module sans torsion de rang #G, de formation compatible a tout 
changement de base. II se decompose en facteurs isotypiques (section 4) 

MOc) = 0£„8K (10.9) 

v€G 

II est immediat que C\ = ir*(Oc) G = et que le rang de C v est egal a dim(n). 
Proposition 10.4. On a p*((9c) = Cs ; et si « ^ 1, on a p*{C v ) = et 

E,,v RV (£„) v (10.10) 

Preuve: Tout est clair, sauf peut-etre le dernier point. Notons que par dualite de Grothendieck- 
Serre on a un isomorphisme canonique q t (uj c / s ) = R 1 g H ,(O c -) v qui est de maniere evidente un 
G-isomorphisme. Par ailleurs 

R 1 ?*(Cc) = R 1 p* 7r *(Cc) = R 1 ^* (C v ® K) = © R V*(A>) ® K 

Par identification des facteurs isotypiques, on obtient le resultat. 
□ 

On peut moduler cette construction en se reportant a la section 6.4.2, en particulier en considerant 

le carre 2-cartesien _ 

Cg',b ~ M-g',b 

(10.11) 

7T n_j 

H 9,G,i 
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Une section de base S du champ C est un revetement n : C —> D de base S, equipe d'une section 
Q : S — > D additionnelle. On definit un module sans torsion L„ (v G G) sur C, de rang deg(i>), par la 
prescription 

L v (tt)=Q*(£ v ) (10.12) 

Invoquant le morphisme ^ : C g ^ r — > C = TL g ,G,£ x ^4 , Cg',6 (proposition 6.14), on voit que ip^(0-^ ) = 
0Deirrep(G) ^« <E> K- Avec cette definition il est que E v „v = RV^L,,) = — ir\{h v ). Sous les hypotheses 
de la proposition 10.1 nous poserons pour tout v G G 

X v = det (E„) G Pic(H g , G ,s) ( 10 - 13 ) 

On notera par la meme lettre la premiere classe de Chern de E„. Avec ces notations on a Ai = 5*(Xb s ), 
et A = Xtot = 0„ e( j 

La dualite de Serre-Grothendieck donne une autre construction des E^ . Soit un revetement galoisien 
stable 7r : C —> D de groupe G. Le faisceau 7r*((9c) est un (Op, G) module sans torsion de rang #G, 
de formation compatible a tout changement de base. II se decompose en facteurs isotypiques (§ 4) 
7r*((9c) = ® uG g £v®Vv II est immediat que C\ = tt*(Oc) g = Cs, et que le rang de C v est egal a 
dim(w). 

Proposition 10.5. On a p*(Oc) = Os, et si « / 1, on a P*(£ v ) = et 

E,,v s RV (A,) V (10.14) 



Preuve: Tout est clair, sauf peut-etre le dernier point. Notons que par dualite de Grothendieck- 
Serre on a un isomorphisme canonique q*(io c /s) — R 1 Q*(Cc) v qui est un G-isomorphisme. Par 
ailleurs 

R l q*{O c ) = R 1 p*7r*(C>c) = RV(^ ® K) = © RV(4) K 

Par identification des facteurs isotypiques, on obtient le resultat. 

□ 

Rappelons que classiquement on definit un faisceau inversible note Ci G Pic(A / f S)n ) par 

C i {q:D^S)=a* i {u> D , s ) (10.15) 

en notant cr^ la i-eme section. Pour eviter toute confusion avec les faisceaux introduits ci-dessus, on 
notera par la meme lettre ipi le faisceau inversible Ci et sa premiere classe de Chern ci(£j). La meme 
lettre designera aussi pour simplifier a la fois ipi G Pic(A / J s ' j b), ainsi que son image reciproque dans 
Pic(Hg t G,t)- L a structure du groupe Pic(A / J S! „) (resp. Pic(.M Sin )) est connue [40], [53]. Si g ^ 1,2, 
ces groupes sont fibres de rang fini 26 . Soit le morphisme de groupes 

6* : Pic CRg, G ,t) — > Pic (M g ', b ) (10.16) 

2 ^ Si g > 3, les faisceaux inversibles A, et f/>j (1 < Z < 72 ) forment une base de Pic(A^g. n ): si on ajoute a ces faisceaux 
inversibles ceux associes aux composantes du bord (les 5), on obtient une base de Pic (A^g ^j), loc.cit. Le groupe Pic (A^r^ra) 
est libre de rang 2™ * — (g) — 1 (Keel, voir [53]) 
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Si le groupe de droite est libre (de rang fini), par exemple si g' = 0, il n'est pas difficile de montrer 
que ce morphisme est injectif (voir par exemple [43]). Naturellement le groupe Pic(H gt G,$,) est discret 
que dans des cas exceptionnels, essentiellement g' = et G abelien. Si g' = et G abelien, un fait 
general qui s'applique aux champs de Deligne-Mumford donne Pic(7^ fl g,£)®Q — Pi c (-^a,G,£) ( H>Q, alors 
Pic (Hg^cz) ® Q — Pic(A / (o,b) <8> Q- Le groupe Pic(H g! G,^) ne differe de Pic (.Mo, b) q ue P ar 1 & torsion, 
qui est non triviale en general. lis ont un meme rang 2 b_1 — (!j) — 1 [53]. 

10.2. Les fibres en droites ipi tX et /Zj >t) 

Examinons les fibres tautologiques qui derivent des fibres au-dessus de Qi, ■ ■ ■ ,Qb, les points 
marques de la base, et portant l'information sur la ramification. Rappelons que les points de branche- 
ment sont inclus dans les Q l . Notons ai : S —> D le morphisme definissant Qi. II est clair que 
le (Os, G)-faisceau O^-i^q^ est localement libre de rang |G|. On a en tenant compte de (10.9) la 
decomposition O^-i^q.) = ® v€G ~&i(£v) tg> V v . On pose 

C hV (7r) = a*(£ v ) (10.17) 

Cette construction definit un fibre vectoriel Ci iV sur Ti. g ,G,£ de rang deg(%). Si Qi est un point 
de branchement d'holonomie [Hi,Xi], il est possible de devisser les fibres Ci^ v en une somme directe 
de sous-fibres portant une certaine part de l'information sur la ramification. Fixons un representant 
(Hi, Xi) de l'holonomie en le point de branchement d'indice i. Soit alors le diviseur de Cartier relatif Aj, 
fini et etale sur S, lieu des points de la fibre n^ 1 {Qi) exactement d'holonomie (Hi, Xi)- Alors A, — > S 
est un torseur de groupe Cc(Hi)/Hi (voir 3.1.2), le diviseur TT^ 1 (Q i ) ayant pour expression 

n- 1 (Q l ) = e, (lndg G(Hi) A i ) (a = \H t \) 

En particulier O^-i^q.) = Ind^^x (O eiAi ). On est ainsi ramene a preciser la structure de (Os,G)- 
module de Ind^S , H x (O eiAi ), c'est a dire la structure du (Os, CG(^i))-module O eiAi . Pour < k < e, 
soit la suite exacte de (Os, CG(-Hi))-modules 

-> Ai (-kAi) -> (k+1)Ai -> O kAi -> (10.18) 

Soit % un caractere irreductible de Cc(Hi) avec /o x : Cc(Hi) —> GL(W X ) la representation associee. 
Du fait que Hi est dans le centre de Cc(Hi), si /i G Hi, la restriction de p x (h) a est une homothetie 
/9 x (/i) = Xi(h), pour un certain j G [0, — 1[. Nous parlerons de x\ comme du poids de la restriction 
de x a i^i. Le groupe Hi agit sur le faisceau conormal Ai ( — ^i) au moyen du caractere Xi, h est alors 
immediat de deduire de la suite exacte (10.18), que les deux faisceaux localement libres Ai ( — ^Aj) et 
CfeAi sont "disjoints", et done vus comme (Os, CG(Hi))-modules on a 0( k +i) Ai — Ai (—kAi)®Ok Ai - 

L'action de Hi sur Ai (— kAi) est donnee par la caractere x\, n en resulte que toute fibre de 
Ai (— kAi) s'identifie a la representation Ind^j°^ Ht \xi) , u s'ensuit la decomposition 

Ai (-kAi)= E i>x ®W x (10.19) 
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la somme portant sur les caracteres irreductibles de Ca(Hi) de restriction x\ a Hi- On en deduit 
aisement, en mettant bout a bout les decompositions (10.18), la decomposition 

O kAt = E itX ®W x (10.20) 

X€C G (Hi) 

ou la somme directe porte sur les caracteres irreductibles de Co (Hi) dont la restriction a Hi est le 
caractere Xi a -> avec < a < k — 1. Finalement on a la decomposition 

O eiAi = Ai (-kAi) = E iiX W x (10.21) 

fc =° x6C G (ff 4 ) 

Cette construction definit pour tout x £ (Cg(-Hj)) un fibre £"i. x de rang deg(x)- Explicitons les 
relations qui relient les fibres Ci tV et les Ej >x . 

Proposition 10.6. Avec les notations precedentes, Ei tX est un fibre vectoriel de rang deg(x) (x € 
(Co(Hi)). Le fibre vectoriel C i:V est de rang degv, il se decompose en 

&,v= Kx X oh nv,x = (x,v\co(H i) ) (10.22) 



Preuve: Dans l'anneau des representations de G soit la decomposition en facteurs irreductibles 

lnd G CG(H%) (W x ) = 

avec n v>x = (Ind^, G , H JW x ),V v )\G = (W x , K)|c G (/f i ))|C G (i? i )- Par insertion de cette relation dans 
(10.21), et induction, on obtient en regroupant les termes exactement (10.22). 

Les determinants respectifs det(£j iV ) et det(E i>x ) seront notes n. iv et ipi, x , ceci pour v E G, x £ 

Dans la suite, on notera par la meme lettre un faisceau inversible, et sa premiere classe de Chern, par 
exemple fj, i>v et ipi lX . On remarquera que les fibres vectoriels donnes par la decomposition Ai (— Aj) = 

®xecM/f) x -x ^ i,x ® ^ x Se su b s t^ uen ^ aux i ma ges reciproques des £ P G Pic(.M 9!r ), qui ne sont 
pas definis car les points de ramification ne sont pas numerates. Cependant la relation 

£p= E iiX ®W x 

PGA « XZCoiH^^H^Xi 

a un sens. Lorsque G est cyclique (§ 10.4), tout devient plus simple. 
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10.3. Relations de Riemann-Hurwitz d'ordre superieur 

10.3.1. Calculs dans I'anneau de Chow 

Fixons quelques conventions. Si M est un champ de Deligne-Mumford de dimension pure n = 
dimM, on notera A'(M) I'anneau de Chow de M a coefficients rationnels. On retient les notations 
de Mumford [58], voir aussi Vistoli [68], en particulier Identification A k (M) = A n -k{M) (loc. cit. 
§3). Si Z est un sous-champ ferine integre de M de dimension k, on notera [Z] £ Ak{M) le cycle 
correspondant, et [Z]q la classe fondamentale de Z. Si e(Z) est l'ordre du groupe des automorphismes 
d'un point generique de Z, alors [58], [Z] Q = e(Z)- 1 [Z}. L'identite de A*(M) est done [M]q. Si M 
est un espace des modules grossiers le morphisme M. — > M induit un isomorphisme A'(M.) ^ A'(A4) 
[68]. Dans la suite M = M g , n . 

Soit la courbe universelle q : C g ^ n = M g ^ n +i ~ > Mg.n] le morphisme q est le morphisme note 
usuellement n n+ i, oubli du n + 1-ieme point. Posons K = ci(u q ) et soit Di (ou -D ijrt+ i) l'image de 
la section universelle d'indice i, (1 < i < n). II est commode d'utiliser, outre les classes kappa de 
Mumford-Morita-Miller [58], les classes kappa de Mumford (Arbarello-Cornalba [4]) k; = q±(K l+1 ) £ 
A l (M g . n ), resp. ki = q+(ci(uj q (J2 Elles sont reliees par [4] 

n 

Ka = ^a+Y.^i ( 10 ' 23 ) 

Les classes m satisfont relativement au morphisme 7r„ : M g . n — > M g ^ n -\, a la relation simple 

«,=<(«,)+^ (10-24) 

Rappelons que D i>n+ i est le diviseur dont les points sont obtenus en collant une "bulle" au point d'indice 
i. Les classes tpi satisfont relativement a 7r„ + i a la relation importante (Lemme de comparaison) 

A = <+i (V>i) + A,n+i (1 < % < n) (10.25) 

Soit le champ 7i gt a,i source du revetement universel q : C g .G,£ ~H g ,G& et w = w 9 . On definit des 
classes ki (resp.ki) £ A l (H gt G,£) ® Q- Pour les distinguer des precedentes, on notera k'i (resp. k[) £ 
A l (M g ' t b) <8> Q celles de meme nom qui vivent sur la base, e'est a dire dans A l {M g > ,&). Du fait du 
carre cartesien (6.24), on voit que les classes ki et ki proviennent des classes de meme nom de M g ^ r ). 
Le morphisme i : H gi G,£ — *■ ^g,(r) etant une immersion locale reguliere (prop. 6.14) on notera que le 
morphisme de Gysin v est defini au niveau des cycles. Au niveau de la premiere classe de Chern, et 
pour prendre en compte les elements de torsion du groupe de Picard, il est utile d'utiliser le formalisme 
du produit d'intersection de Deligne (voir [9], Jarvis [43], § 3). 

Rappelons que cette construction associe a toute courbe prestable q : C — > S, et deux faisceaux 
inversibles £, M. sur C, un faisceau inversible (C,M) £ Pic (S) par 

(C,M) = det Rq*(£® M) <g> (det Rq^C)- 1 ® (det Rq^M)' 1 ® det Rq*O c ) (10.26) 
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Le determinant de la cohomologie det Rq*( — ) se reduit dans (10.27) a det ) <8> (det R 1 q*( — 

On montre que l'operation (£, At) est bilineaire (bimultiplicative) symetrique, et fonctorielle relative- 
ment aux isomorphismes ([9], [18]). Si to = u>c/s est le faisceau dualisant relatif, l'identite suivante (en 
notation additive) est satisfaite (Theoreme de Deligne-Riemann-Roch ([18], [43]): 

2 det RqX = (C, C) - (C, uj) + 2 det Rq^to (10.27) 

Si D est un diviseur de Cartier relatif, et M — Oc(D), il decoule immediatement de la definition jointe 
a la suite exacte O O(-D) O -> O d -> la relation [9] 

{C,M) = det Os {q*{C®0 D ))®{det Os q*{0 D ))- 1 (10.28) 

Dans ce contexte la classe k — K\ est representee par le faisceau inversible defini par le produit 
d'intersection m = (uj,uj). D'abord une remarque prelimiminaire. 

Lemme 10.7. Soit q : C A D S un revetement entre S-courbes lisses, de degre n. Pour tout 
faisceau inversible C G Pic(D), on 

(7r*(£),7r*(£)) =n(C,C) (10.29) 

Preuve: Du fait que tt est fini, on a Rq*( — ) = Rp*ir*( — ), et done pour tout faisceau inversible 
M sur D, Rq*(ir*(M) = Rp*(M ® 7r*(C?c))- L'hypothese dit que E = ir*(Os) est localement libre de 
rang n. Le probeme se reduit a verifier qu'il y a pour tout fibre vectoriel E de rang n, et tous faisceaux 
inversibles C, M sur D, un isomorphisme canonique (unique) 

n(C,M) = det Rp* (C® M® E) - det Rp*(£ ® E) - det Rp* (M <8> E) + det Rp* (E) 

En suivant les arguments de ([19], § 9.5), on peut se ramener etale-localement au cas ou E admet une 
nitration par des sous-fibres, a quotients successifs de rang un. Supposons que E admette une nitration 
= Eq C E\ C • • • C E n — E, Ej etant localement libre de rang j, et Cj = Ej/Ej-i localement libre 
de rang un. On obtient, la notation etant additive 

(tt* (£) , tt* (M)) = J2 det R P* ( £ ® M ® C i ) - Yl det Rp * ( £ C i ) 

3 3 

- det RP* (M ® Cj) + ^ det ify* (£.,) 

ce qui tenant compte du fait que les Cj sont de rang un, peut s'ecrire J2j(£ ® Cj,M) — ^(-M, £j). 
La conclusion decoule dans ce cas de la bilinearite du produit d'intersection. 

□ 

10.3.2. Relations de Riemann-Hurwitz d'ordre superieur 
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Soit de nouveau la G-courbe universelle ir : C 3) q 
s'insere dans un carre 2-commutatif 



Cg',b 



~* ftg,G,£ definie dans la section 6.4.2. Elle 

(10.30) 



3,G,£ 



Cg,G,i ~ -ft. 

Notons u = ujg g ^ c( £ Pic(Cg t G^) le faisceau inversible dualisant relatif du morphisme q. Ce 
faisceau est visible sur un atlas. Soit iru : Cjj — > Djj un G-revetement de base U definissant un atlas 
de ft g ,G,£- Alors le revetement obtenu par changement de base P2 ■ Cu = Cjj Xy Cjj — > Cjj, muni de la 
section diagonale (il n'est pas necessaire de stabiliser) fait de Cu un atlas de C s ,g,£- L'incarnation de u> 



sur l'atlas Cu — > Cg,G,£ est lu Cu /u- En notant to' le faisceau uc^ f 



on a A*(lo')(Cu) = tt* u {uj Du /u) 



Pour tout indice i avec 1 < i < b, soit Ri la partie du diviseur de ramification au dessus de la 
section Qi. Pour definir Ri, il suffit de le realiser au niveau de l'atlas Cu —> Cg,G,£- Soit le revetement 
P2 '■ Cu — > Cu- Le diviseur relatif Ri = Ind^J. Aj C Cu est alors bien defini. Rappelons que ce diviseur 
est etale de degre [G : H t ] sur Cu- Alors i?j = A*(i2j), et Ri = Ri x u Cu- On peut done considerer i?j 
comme un diviseur de C s> G,g, etale de degre [G : flj] sur ft g ,G,£- Le diviseur de ramification est alors 

R = ]T( ei - l)Ri C C S , G , ? (10.31) 

i 

Notons Bi C M g ',b le diviseur image de la section Qi. La formule de ramification transcrite au 
niveau des champs a pour forme: 

Proposition 10.8. i) Pour tout 1 < i < b, on a l'egalite de diviseurs de Cartier A*(Bi) = eiRi- 
ii) Dans le groupe de Picard de C 9 .g,(, on a la relation (formule de ramification) 

uj = A"V) ® {®\ =1 0{R i )® ei - 1 ) (10.32) 
Preuve: Pour le premier point, notons le diagramme commutatif 



■M 



g',b 



Cu ^ Du 

dans lequel les fieches verticales sont representees respectivement par p 2 : Cu — > Cu et Du xuDu —> Du 
muni de la section diagonale. Pour identifier S*(Bi), il suffit d'examiner l'image reciproque dans Cu, 
qui est ^(Bi) = eiRi- 

ii) Le faisceau A*(u/) a pour description relativement a l'atlas Cu l'image reciproque tt u (ujd u /u)- De 
la sorte la relation (10.32) n'est que la simple traduction de la formule de ramification appliquee a 
7r : Cu — > D u, jointe a la description du diviseur de ramification (voir remarque 4.1, et § 6.4.2). 

□ 

Soit n : Ri '—t Cg t c,£ l'inclusion. On peut enoncer le resultat principal de cette section, un analogue 
superieur de la formule de Riemann-Hurwitz, relation qui exhibe une propriete remarquable des classes 
kappa 27 : 

27 

Le resultat est enonce pour les revetements galoisiens. mais il est facile de valider la preuve dans le cas non galoisien. 



136 



Theoreme 10.9. Dans A 1 {H. g .G,z) on a pour tout I > (on rappelle que les coefficients sont rationnels) 
la relation de Riemann-Hurwitz: 

~ Kl = \G\6*(*i) + £ (-l) i+1 (l - e l ^)rUci{N Ri ) 1 ) (10.33) 

i 

d'une autre maniere K\ = 

Preuve: De la relation de Riemann-Hurwitz (10.32), on tire en prenant la premiere classe de Chern 
des deux membres 

K = **(K') + Y,(e i -l)c 1 (0(R i )) 

i 

En particulier en elevant a la puissance I + 1 des deux membres de cette egalite, et tenant compte aussi 
du fait que Ri et Rj sont "disjoints" si i ^ j 

K l+l = A*(K' l+1 )+Y,Yl C + ^ ^ " ly^iK'^'^ciiOiR^y 

D'une autre maniere, en inserant l'egalite A(K') l+1 -^ = {K -Y, l { e ^-^)ci{0{R l ))) l+l - : > si 1 < j < l + l 
on obtient 

A*(K' l+1 - j ) Cl (0(Ri)y = ]T ( k J )(l-e t ) k K l+1 -i- k c l (0(R l )) k+ i 

k=o ^ ' 

On a K l+1 -i- k Cl (0(Ri)) k+ i = T^(c 1 (uJ MR .) l+1 -^- k c 1 (0 Ri (R i )) k+j - 1 , ce qui compte tenu du fait que 
u>. JT \R i — Ri (Ri) donne fmalement 

A* (K' l+1 ~ j )ci(0(Ri)) j = £ ^ + l ~ 3 yi-e l ) k (-l) l+l ^- k r l MO Rt (R l )) 1 
Le coefficient devant T lif ci(0 Ri (R l )) 1 qui en resulte est 




En reportant cela dans l'expression 10.26, on obtient que le coefficient devant l'expression t\ c\ {0 Ri (Ri)) 1 
est 

j=1 \ 3 / 

Appliquons 7T* aux deux membres, on voit alors qu'il sufRt alors de prouver que 7r* (A*(K' l+1 )) = 
\G\8*(ki). Soit le morphisme fini if) : C 9 ,g,£ T~tg,G,£ x M, b Cg',b- Si pi,P2 sont les projections du 
produit cartesien sur les deux facteurs, on note que 

^rpi(K il+1 ) =piM*P2*(K ,l+1 ) 
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Mais par la formule de projection, jointe au fait que ip est fini de degre on a tp^Tp*(— ) = \G\( — ) (voir 
[58] Prop 3.8). Par ailleurs, du fait de la platitude des morphismes, on a la propriete de changement 
de base ([66], Lemma 3.9) 

Pi JPt(K' l+1 ) = 

la relation (10.33) en decoule. On passe facilement de cette relation a la forme compacte qui relie les 
classes k. Notons d'abord que par definition 

«i=«j+i>ifl,)* (°^ N ky) 

i 

Comme <f (A%) = (A%) e ', on a 

d'oit finalement m = |G|<5*(«{) + e| +1 f S*(^) 1 = \G\ <S*(kJ). 
□ 

Si Z = 0, la relation se reduit a la formule de Riemann-Hurwitz usuelle 2g — 2 = |G|(2gr' — 2) + 
^(1-^-), on encore 2g-2 + r = \G\(2g' -2 + b). En effet on sait que k = (2#-2)[ft s , G ,£], 4 = t^V.b] 
et comme i?i — > M. g * j, est un torseur sous G/Hi, la somme se reduit a ^(e, — l)^-[A^ g ' j b]. 

Remarque 10.2 Si I — 1, on peut donner une preuve differente de (10.34) exploitant l'egalite 
k\ = (uj,cj), avec la bimutiplicativite du produit d'intersection de Deligne. On evalue (w,co) de deux 
manieres. La premiere est simplement la formule de Mumford pour la courbe Cjj — > U, et la seconde 
revient a substituer a lo le second membre de la relation de Riemann-Hurwitz (10.32). On se limite au 
cas G cyclique, le cas d'un groupe G arbitraire pouvant se traiter de maniere analogue, avec quelques 
modifications. Un probleme vient cependant du fait qu'on ne peut appliquer directement le lemme 10.7 
a Pic(7Y Si G,£) du fait de la non platitude de A, i.e de 7r*(0c) si C est singuliere. Pour valider le lemme, 
il faut definir le produit d'intersection (C, M) si C ou M degenere en un faisceau sans torsion de rang 
un sur la S-courbe C. 

Grace a la proposition 7.12, si C est sans torsion de rang un, on sait qu'il y a une desingularisation 
p : C — > C de C avec un faisceau inversible canonique 0(1) tel que C = p*(0(l)). On a i?p*(0(l)) = C 
(Proposition 7.12). Si q = qp : C — > S est le morphisme compose, on note que Rq*(£) = Rq*(0(l)) 
est un complexe parfait, de sorte que det(i?g , *(0(l)) a un sens, ce qui permet de definir (£, M) comme 
etant 

(C,M) = {0(l),p*(M)) (10.34) 

Avec ces conventions, si V £ Pic(C), pour calculer le produit d'intersection (C ® V,Ai), il suffit de 
noter que C V = p*(0(l) <8) P*iV). Des lors la relation d'additivite {£ ®V,M) = {£, M) + {V, M) 
est clairement verifiee. De cette remarque decoule la validite du lemme 10.7 pour un revetement stable, 
non necessairement lisse. Si G est cyclique d'ordre n on peut alors justifier comme precedemment la 
relation 

(lo',lj') = det Rq*(cu' 2 ® Cj) -2 det Rq*(uj' Cj) + det Rq*(£j) (10.35) 
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10.4. Revetements cycliques 



10.4-1- Relations entre les tp et les p 

Dans le cas d'un groupe de Galois cyclique les choses se simplifient de maniere notable. Soit 
G = Z/nZ, la classe de 1 correspondant a l'automorphisme a, on a done G = G. Pour tout j 6 Z soit 
Xj le caractere tel que Xj( a ) = Cn- L'holonomie en un point de branchement Qi est definie par l'entier 
ki, 1 < ki < e i} pgcd(A; i , e,) = 1; soit 1 < i/j < tel que fcj^ = 1 (mod e,). 

Rappelons que p ija = ip iiOC (proposition 10.6). Les faisceaux inversibles tpi ta sont relies par des 
relations simples: 

Proposition 10.10. Soit a = lei + k < n, avec < k < e». Alors 

^,a = ^,fc®<i 4 , < e ?=0 (Vo = 0) et^ i , a = ^r 1 ^ 1 (10.36) 

Le morphisme ev* : Pic(B(Cc(^i)/^)) ~~ > Pi c (^s,n,£) est injectif. 

Preuve: Le morphisme 7r : Aj — > 5 est un G/iL;-torseur, il en decoule immediatement que si 
a = lei, ^i,a — ^fei e ^ ^fe™* = 0- En considerant la decomposition du faisceau n*(O i \ i {—k/S.i)) (voir 
10.19), on voit facilement que les facteurs, indexes par les j = kki (mod e,), sont tpj+i ei = ipij ®ip® e .- 
On peut justifier ces relations d'une autre maniere, en observant qu'au voisinage de la section Qi on 
a Cj = C^H^Qi}. On en tire immediatement par image reciproque et pour tout indice a la relation 

-[^] 

i>i,a = ^i,li>i ei ■ 

Prouvons le derniere point. Rappelons que ev{ est revaluation (6.26). On se limite a g' = 0, qui est le 
seul cas considere dans la suite. II suffit de prouver que ?/^ ei est d'ordre rm. On est ramene a exhiber 
un revetement n : C — > D entre courbes lisses, de base Spec k(A), oil A une courbe projective lisse, tel 
que le revetement galoisien etale Aj — > Spec A soit connexe, avec la ramification indiquee. Choisissons 
la courbe A de genre h tel que 2h > b. Comme les sont premiers a la caracteristique p si p > 0, 
cela ne pose pas de probleme si A est generique. On prouve l'assertion pour l'indice i — 1. On peut 
certainement trouver £i,...,£(,e Pic (A) d'ordres respectifs ei, . . . , et, et tels que la somme Yl\=i 
soit directe. Du fait que g' = 0, ppcm(ei, . . . , e^) — n. 

Soit un diviseur Di tel que Ci = O(Di). II y a une fonction rationnelle (f>i € k(A)* telle que 
CiDi = Div(0i). Si D = Yli=i v iDi, on a nD = Div(LJ^ =1 <j>™ iVi ), et la classe de D, e'est a dire 
tgiiC^ , est d'ordre n. On observe aussi que la fonction rationnelle ip = Y[i=2 <\>™' il ' i est d'ordre m\ dans 

m l 

k(A*)/k(A*) rni . En effet si pour un diviseur strict d de mi, on a tp~ = j mi , alors on peut supposer 
que tp = 7 d . Des lors Yii=i (f)™*"' sera it une puissance cf-ieme avec d/m, ce qui a exclure car D est 
d'ordre n. Considerons alors le corps de fonctions d'une variable E = k(A)(t,£) oil 

b 

^=(t-<f> 1 ) m ^n(t-<f> 1 +<f> i r^ 

i=2 
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On va voir qu'il est de degre n sur k(A)(t), et qu'il y a une seule place p au-dessus de t — <f>\, d'indice de 
ramification e — e\ et de degre residuel m\. Soit v p la valuation normalised en p. On a nv p (£) —m\V\e 
done e est un multiple de e\. II sufHt pour conclure de voir que le degre residuel est au moins egal 



a m\. Comme (£ ei /{t — ^i)^ 1 )" 11 = fj i=2 (t — <j>\ + 0i) mm , dans le corps residuel k(p) la classe de 
u = £ ei /(t — (piY 1 verifie u mi = Yl i=2 (\)™" lVi = ip. II en decoule que son degre est > mi, done egal a 
mi. Le resultat en decoule. 

□ 

Dans la suite, le groupe etant toujours cyclique, on posera fii = V>i,i> qui est le faisceau tel que 
fj,i(n) = cr*(£). On remarque que p*{C) = 0, plus generalement p*{Cj) = si 1 < j < n, de sorte que 
Pi(Cj) = — [R 1 p*(£j)]. Les classes itj, ^ et ipij sont reliees par des relations universelles simples: 

Proposition 10.11. i) On a dans Pic(Ti.g !n ^) les relations 

i>i,j = 3 M ~ [ — -\4>i, n^i = rriiViipi, nu. i k . = m^, et m^W. = (10.37) 

Preuve: Notons Qi l'image de la section <jj, de sorte que le faisceau conormal a Qi est Oq, 1 (—Qi) = 
^d/s ® ®Qi- Comme pour i ^ j, les sections <7j et aj sont disjointes, il vient 

<{0{-Q 3 )) = \l l = (10.38) 

Du fait que C est une racine n-ieme de Od(— 2;=i m j u jQj) (Definition 9.1), il vient par image 
reciproque, le groupe de Picard etant note additivement na*{C) = mifitpi. En utilisant (9.8), on 
obtient immediatement la relation <j*{Cj) = ja*(C) — e'est a dire tpij = jfc — comme 

indique. On a alors ViHi,ki = Viki — Vii^j^-jipi = Hi- Ln multipliant les deux membres par m;, la relation 
n(J, i k . = niiipi suit. La derniere relation decoule de la proposition 10.10. 

□ 

Le theoreme de Deligne-Riemann-Roch permet de mettre en evidence des relations simples dans 
Pic(H 9 ,G,£) entre les classes Xj (1 < j < n — 1) et les classes ipi >a , et finalement les classes A, et ipj 
seules. Le raisonnement s'inspire de ([43], Theorem 3.3.4). Un raffinement tenant compte du bord sera 
explicite dans la section suivante. Notons que pour 1 < j - < n — 1 (§ 10.1.2) \ n -j — det(E n _,-) = 
(det i?V*(A') 1 = detRp*(Cj). Le theoreme de Deligne-Riemann-Roch permet d'evaluer le dernier 
terme. 

Proposition 10.12. Pour tout 1 < j < n — 1, on a dans Pic(W S) G^) relations: 

b b / • \ 
2n\ n -j -2nX = - ) jn( )/i Q + } n{ 1 + tp a (10.39) 

a=l a=l x 7 

Preuve: Partons de l'identite valable pour tout j, Cj = Supposons d'abord j = n, done 

C® n [B] = O. En utilisant la notation additive, on a 

b 

= (nC + 0(B),uj') = n(£,Lo') + '^2,m a v a (Q a) J) = n{C,uj') + ^ m a v a ^ a 

a=l a 
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De la meme maniere on obtient immediatement 

= (nC + B, C) = n(C, C) + n)0(B),C) = n(C, C) + ^ m a u a /j, a 

a 

Le theoreme de Deligne-Riemann-Roch donne par ailleurs 

2nA n _j = 2ndet Rp*(£j) = n(£j,£j) — n{£j,u>') + 2n\' 
ce qui par substitution de £j = j£ + [^-] conduit a 

2nA„_,- - 2n\> = n{f(£, £) + 2j{£, [ 3 —]) + {[ J —], [ 3 —])} - nj{£, J) - n 2 ([ J —],co') 

n n n n 

done en tenant compte des expressions du debut 2nX n ^j — 2n\' = 

-J > m a v a \x a + 2jn \ ]fj, a + -n > + j } m a v a - } n ip a 

a a \ tx a a: / 

soit finalement, (— } designant la partie fractionnaire, cette somme se reduit a 

2n\ n -j -2n\ = - ) jn{ }fi a + ) n{ 1 + ip a 

^— ' n n \ n J 

qui est l'egalite annoncee. 
□ 

On peut retrouver la relation de Riemann-Hurwitz a l'ordre I = 1 (comparer avec le theoreme 10.9) 
Proposition 10.13. Dans Pic(Hg t G,z) on a ^ a re ^tion K\ = nn^. 

Preuve: Partons de la relation de Riemann-Hurwitz u> = A* (a/) (8> 0(1Z) (10.32). On a en utilisant 
la notation additive 

~ Kl = (u,u>) = (A>'), A*(a/)> + 2(A*(lj'),0(R)) + (0(R),0(R)} 

puis en tenant compte de la remarque qui precede, et du fait que Ri et Rj sont disjoints si i ^ j 

ki = nS*{u',u') +2^2{S*(u'), 0(Rj)) - {e, - 1) 2 {0(-Rj), 0{R,) 

3 3 

Un determinant etant pris sur H. g ,G,£i on a P ar definition et utilisation des relations de la section 10.2, 
(5*(uj'),0(R j )) = det (0 Rj - det Or. = J2j m j^j- Pour l'autre terme on a {0{-Rj),0{Rj) = 

det (ORj(—Rj)) — det Orj = YlT=o * fyfe+lej — detO Rj . Du fait de la proposition 10.10, cette derniere 
expression se reduit a 



771 ' { 712 ' — 1 ) 

m j'^j,k j H — | ipj, ej - det Or = Tnjipj ikj 
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En sommant sur j on obtient K\ = (u,u) + J2j m j' l Pj,k j = 



3 3 3 



et en inserant la relation irijipj = nipj^, on obtient finalement K\ = n5*(u>',u>') + n^2j %f)j = n5*(ni) 
□ 

10.4-2. Faisceaux inversibles associes aux composantes du bord 

Fixons les notations en ce qui concerne le bord de M g . n [40]. Si < i < [g/2] et A C [l,n], on 
note A it A la composante irreductible de dM g>n correspondante a un segment, l'un des sommets etant 
pondere par i, et marque par les indices appartenant a A. L'autre sommet est done pondere par g — i, 
et marque par le complementaire B de A. Si i — |, alors A| A = et si i — 0, la stabilite 

impose \A\ > 2. La composante associee a la boucle est notee A . Ces composantes sont des diviseurs 
de Cartier, du fait de la lissite de M. g . n . Elles definissent des faisceaux inversibles qui seront seront 
notes 0(Ai, A), ou simplement par la meme lettre. Pour eviter toute confusion, si A est un diviseur de 
Cartier effectif dans l'un des champs considered, on notera [A] G A 1 le cycle (ou classe) associe. 

Rappelons que le bord 7Y Sj g,£ — Wg,G,5 admet une stratification (§7.2) compatible avec le morphisme 
5 '■ T~Lg,G,(, ~^ Mg> t b ■ Les strates qui ne sont pas en general les composantes irreductibles, sont indexees 
par les graphes modulaires de Hurwitz de type (g,n) a une seule orbite d'aretes (§7.2). 

A un tel graphe T est associe un diviseur de Cartier Ar contenu dans le bord du champ de 
Hurwitz, et comme le champ de Hurwitz est lisse, un faisceau inversible 0(Ar). Si G est cyclique, ce 
qui simplifie la combinatoire du bord, on va mettre en evidence quelques relations universelles simples, 
analogues a celles observees par Jarvis pour les courbes a spin, qui relient les faisceaux inversibles 
0(A) (les notations sont celles de la section 9.2.3). L'argument general s'applique a un groupe de 
Galois arbitraire, mais avec des notations plus compliquees. Pour un groupe cyclique rappelons que 
les graphes de Hurwitz sont indexes par des partitions it du diviseur de branchement, et qu'une telle 
partition induit une partition (A, B) de l'ensemble des points de branchement. Si n = p est premier, il 
y a une unique partition it subordonnee a (A, B). La notation retenue pour le diviseur correspondant 
est A,r et 0(A n ) designe le faisceau inversible associe. On note aussi e n l'indice d'inertie d'un point 
double d'une courbe generique dans A n , et on pose m, = Dans la proposition suivante le groupe 
de Galois est arbitraire. 

Proposition 10.14. Dans le groupe Pic {T~L g ,G,i) on a ^ es relations oil le produit tensoriel porte sur les 
partitions subordonnees a (A, B) 



Preuve: Soit un point it : C —> D (generique) dans une composante ou la base D est sup- 
posed avoir un seul point double, dans le cas i) deux composantes irreductibles, une seule dans le 
cas ii). La deformation equivariante universelle de C a pour base une algebre de series formelles 




®„0(A^ 
® w 0(Ao !O ,b. 




(10.40) 
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Spec(fc[[ri, . . . , tjv]]), oiiJV = 3g — 3 + 6, et r = t\ represente le parametre de l'orbite des points doubles 
(Theoreme 5.5). Soit la base Spec(fc[[ii, . . . , t/v]]) de la deformation universelle de (D, Q), t = t\ etant 
le parametre de Q, avec les relations t = r e , t j — tj si j > 2. Du fait que les equations locales des 
diviseurs irreductibles mentionnes dans i) sont dans ces coordonnees locales, respectivement t — et 
r = 0, la relation en decoule. La preuve de ii) est analogue. 

□ _ 

On peut aussi etudier la situation du bord de Tt g , n ,£ relativement a l'immersion locale non ramifiee 

i '■ 7~Lg,n,£ — ► Mg,r- Rappelons que seules les orbites de points de ramification sont indexees, et non les 
points eux-memes. 

Proposition 10.15. Soit A le diviseur du bord de M. g , r - On a i*(A) = m nA w . 

Preuve: Soit 7r : C — > D un revetement correspondant a un point general de 8 n , done le graphe 
modulaire de D est un segment, ou une boucle. II y a done dans C une unique orbite de points doubles, 
de cardinal m = . Dans la deformation universelle non equivariante de C, soient ti , ■ • ■ , t m G R les 
parametres de deformation de ces points. Si ti est le parametre de Pi, on sait que le stabilisateur H de 
Pi laisse invariant t\, et qu'on a ti — g*(t±) si g{P\) = Pi- L'equation de A dans la carte Spec R est 
t\ ■ ■ • t m = 0. Mais la carte locale correspondante de C — > D dans Hg >n ^) est Spec Rq, ou Rq = R/J, 
J etant l'ideal engendre par les g(a) — a), a G R, g G G. De la sorte l'equation locale de ^*(A) en 
C — > D est nl^i U = ou M es t l'iuiage de ti, et e est inversible. Comme u = est l'equation locale 
au point considere du diviseur 5 n , la conclusion suit. 

□ 

Faber et Pandharipande [30] ont fait observer que l'utilisation du theoreme de Riemann-Roch par 
Mumford [58], marche dans un cadre plus general, en particulier s'applique au revetement universel 
7T : C = Cg tG ,z -> W S ,G,5 = ft- 

Rappelons la formulation de ([30], §1.1). Les notations sont celles de loc.cit, en particulier les B k 
sont les nombres de Bernoulli. Le resultat qui donne le caractere de Chern de E s'enonce dans le present 
contexte: 

oo R / 1 21-2 _ \ 

ch(E) =g + Y^J^ ( K21-1 + ~U E ("I) £ (10.41) 

En particulier si Z = 1 on obtient la relation importante (voir 10.4.2), dans laquelle 6 = j'*([<S]q) est la 
classe fondamentale du bord k\ + 5 = 12A. 

On peut aussi obtenir ces relations par transfert, simplement en appliquant ^* a la relation corre- 
spondante dans le champ M 9t r- Soit le diviseur 6 = J2-w m TrA w C H gj G,£., alors de la proposition 10.15 
vient 

Proposition 10.16. On a dans Pic(W s G ^) la relation de Mumford 

ki = (u,u)-S (10.42) 

□ 

Supposant G cyclique (§ 9). On peut en suivant le raisonnement de ([43], Theorem 4.3.8) mettre 
en evidence une collection de relations naturelles qui relient les classes tautologiques avec certaines des 
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composantes du bord, done qui vivent dans Pic(W fl)n ^). Ces relations traduisent l'anomalie (localisee 
sur le bord du champ de Hurwitz) qui mesure sur un revetement ir : C — > D de base S, la non triviality 
de 6 = £® n (B). 

Reprenons la construction de la section §7.3.3. Elle produit une courbe prestable r : D — > S et 
une factorisation par p : D — > D. Le morphisme p est une contraction au sens de Knudsen, il remplace 
tout point singulier de C par une courbe exceptionnelle E — P 1 . Soit Cf,(l) le faisceau inversible 
tautologique sur D; rappelons que /9* ((!?£, (1)) = C. 

On notera -B l'image inverse p*(B); noter que ce diviseur est disjoint du lieu exceptionnel, la 
notation est done sans consequence. Formons le faisceau inversible sur S 

(O b {l),O b (-n-B)) (10.43) 

II est clair que cette construction etant compatible aux changements de bases, fournit un faisceau 
inversible sur T~tg, n ,£- Si C est lisse il est trivial, des lors ce faisceau inversible doit s'exprimer comme 
combinaison lineaire des classes des composantes irreductibles du bord. Le resultat est qui completement 
analogue a ([48], Proposition 4.3.8) reste valide en fait avec des modifications evidentes pour Cj si 
j, (1 < j < n) est premier a n. Posons E = Ofy(—n — B). On a le resultat important (comparer avec 
Jarvis [43]: 

Proposition 10.17. On a 

E = 0\ y ^ —Aj,) et (E,u>)=0 (10.44) 




Preuve: Noter que le terme de gauche ne fait intervenir que les composantes NS du bord. La 
preuve reprend exactement les calculs de loc.cit, il n'y a pas lieu de les repeter. La seconde relation 
decoule du fait que Co = p*(uj), done Co est trivial sur chaque diviseur exceptionnel. 

□ 

En evaluant d'une autre maniere le produit d'intersection (Ojj(l),E) on obtient des relations 
importantes entre les faisceaux inversibles tautologiques introduits precedemment. Dans le cas du 
champ des courbes hyperelliptiques de genre g ces relations se reduisent essentiellement comme on va 
le voir a la relation de Cornalba-Harris ([40], § 6). 

Theoreme 10.18. On a dans Pic(H gjn ^), si 1 < j < n, (j, n) = 1, la relation 

m 



£ ^™ {K) = (10.45) 

n=NS m 

b b / ■ \ 

2n A - Xn-j) - > jn( )/i Q + > n 1 + ip a 

n n \ n I 

a=l a=l 



Preuve: II suffit de prouver le resultat pour j — 1; le cas j premier a n s'en deduit par des 
modifications evidentes. Evaluons d'abord le produit d'intersection (10.43). On a 

(0 6 (1), 6 (-n - B))) = -n{0 D (l), O b (l)) - (0 6 (1), O b {B)) = -n{0 D (l), D (l)) - £ m a u a ^ a 
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Par le theoreme de Deligne-Riemann-Roch n(Op(l), 0^(1)) = 

2ndeti?r*(£) + {0 3 (n + B),uj) - {O b {B),Co) - 2n&etRr*uj 
Comme (Cf,(n + B),uj) = O on obtient (Ojj(B),u>) = J2 a m aV a ipa, et finalement 

deti?r*(cl>) = deti?p*(w) = A' 



□ 

Tenant compte de la relation n/ii = rriiVitpi, et apres multiplication par n, on recupere bien par 
restriction a W s> n,§ les relations (10.38). Soit toujours n = p premier, et de plus g' = (revetements de 
P 1 ). Par sommation des relations (10.45), on peut exprimer A comme combinaison lineaire des classes 
tp a et 5 n . La relation obtenue etend la relation de Cornalba-Harris [40] qui correspond h p = 2. 

Corollaire 10.19. On a dans Pic(7Y £/jP ) la relation 



P 2 



; Y, 6 n = -2p 2 X+p(^- (10.46) 

tt = NS ^ ' a 



Preuve: On effectue la somme sur j des relations (10.45), et on multiplie par p les deux membres. 
On a A' = 0, de sorte que la somme des termes de gauche dans (10.45) se reduit a evaluer la somme 
Z)j=i a U)Kj)- Rappelons que a(j) = p(^), et b(j) — p — a(j). La somme est visiblement 



p-l p-l . 2 

2n _ PijP 



r=l r=l 

Pour le terme de droite, notons que V 7 

a — v a [i a . Done apres multiplication par p, la somme des termes 

de droite se ramene facilement a 

a I i I a 



□ 

Les relations (10.45) et (10.46) deviennent particulierement simples dans le cas hyperelliptique. Soit 
H g le champ des courbes hyperelliptiques de genre g > 1, les points de Weierstrass etant numerotes de 
1 a 2g + 2. La position remarquable de H g est resumee par diagramme 

M g ,2 9+ 2 ^H g ^ M ,2 9+ 2 (10.47) 

Un principe general valable pour un champ de Hurwitz avec g' = 0, est que les relations de Riemann- 
Hurwitz superieures jointes aux relations (10.45) et (10.46), ramenent en principe un calcul dans le 
champ H g a un calcul dans -Mo,2 g +2- 

Illustrons ce principe en montrant comment retrouver la relation de Cornalba-Harris ([40], § 6) qui 
exprime dans le lieu hyperelliptique la classe A comme combinaison lineaire des composantes du bord. 
Cette relation derive naturellement de la relation (10.46) avec p = 2. 
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Proposition 10.20. Dans le groupe Pic(H g ) on a la relation (en notation additive) 

8(2g + 1)A = 4^«( 5 + 1- a)A* R + 8 ]T 0(g - p) A^ s (10.48) 

w=R n=NS 

Preuve: Pour p = 2 (10.46) devient 2^ 7r=A , s A^ = — 8A + J2j=i i'a- En multipliant les deux 
membres par 2g+l, on peut invoquer la relation connue entre les classes ip et les composantes du bord 
dans M , n 

n 

2(n-l)£>« = ]T J(«-J)[A'/,./] (10-49) 

a=l (I,J),\I\=j 

Dans cette relation, les partitions sont ordonnees. On ramene cette relation dans Pic(7Y g ) par 5*, en 
tenant compte de la proposition (10.14), qui dit que S*(A' 7T ) = A n dans le cas R, et 2A n dans le cas 
NS. Cela conduit apres arrangement a 



8(2 ff + 1)A = 4^«( 5 + 1- a)A/ + 2^2 [(2/3 + l)(2g + 1 - 2/3) - (2 5 + 1)] 



expression qui apres simplification du coefficient entre crochets est exactement le resultat annonce. 

□ _ _ 

Soit H g le lieu des courbes hyperelliptiques, i.e le champ quotient \H g / '£23+2], avec l e morphisme 

d'oubli de l'involution 1 : H g — > M g . Noter que 1 est seulement un plongement au-dessus de H g , et aux 
points generiques des composantes du bord. La relation (10.48) poussee dans A 1 (H g ) est exactement 
la relation de Cornalba-Harris ([40] , §6). 

Proposition 10.21. Dans A 1 (H g ), on a la relation 



9) 

[S+l 



— Ill 



(4g + 2)A = |[Af ] Q + £ a( fl + 1 - a)[A«] Q + 2 £ /% - /?)[A^ S ] Q (10.50) 

a=2 0=1 

Preuve: Soit i : TL g — > -£f s le morphisme quotient par £23+2 • Noter que le fibre de Hodge sur H g 
est 1'image reciproque du fibre de meme nom sur H g . Prenons la premiere classe de Chern des deux 
membres de la relation (10.47), on obtient 

8(2 5 + l)A = 4^a( s + l-o) [A„] R Q + 8 £ (3{g - (3) [A n ] NS Q 

n=R ir=NS 

7T = .R 7T=JVS 

Car dans le cas i?, le groupe des automorphismes d'un point general d'une composante est d'ordre deux, 
par contre il est d'ordre quatre dans le cas NS. Si tt (partition non ordonnee) est subordonnee a la 
partition (J, J) de [1, 2g + 2], posons j — \I\ < \ J\, j — 2a dans le cas pair, et j — 2(3 + 1 si impair, il 
vient par application de z*, 

(2 9 + 2)!(l % + 8)A = 4£ ^l^'l^taE *_W 2 W]- 

k=r Z \ 3 J ^ NS 4 \ 3 J 
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II est clair que le degre de A^ (resp. A^ 5 ) sur son image Aj* (resp. A^ s ) est j\(2g + 2 — j)\ sauf si 
j = 2, car dans ce cas une courbe hyperelliptique C G A^ a une composante rationnelle, munie d'une 
involution. Les deux points fixes de l'involution sont les points marques. Les points d'intersection 
P', P" avec l'autre composante, de genre g — 1 sont echanges par l'involution. II y a une seconde 
involution qui a pour point fixe P', P" et qui commute avec la premiere. Done l'echange des deux 
points marques P' , P" conduit a une courbe isomorphe. II vient finalement en rappelant que le cas R 
correspond a j pair 

(2 5 + 2)!(16 5 + 8)A = 4 5: ^ 9 + 1 = °> ( 2g + \ t [A/ + 8 £ ^1 f" 9 + 'W]™ 

II est clair que le degre de A^ (resp. A^ s ) sur son image A^ (resp. A^ s ) est j\(2g + 2 — j)l sauf si 
j = 2, car dans ce cas une courbe hyperelliptique C G A^ a une composante rationnelle, munie d'une 
involution. Les deux points fixes de l'involution sont les points marques. Les points d'intersection 
P' , P" avec l'autre composante, de genre g — 1 sont echanges par l'involution. II y a une seconde 
involution qui a pour point fixe P', P" et qui commute avec la premiere. Done l'echange des deux 
points marques P' , P" conduit a une courbe isomorphe. II vient finalement 

(2 5 + 2)!(16 5 + 8)A = 

Ag (^+2)! [Af } + 4 [ g ] a( g+ l-a) (2g + ^ + g * + 

a=2 (3=1 

En revenant aux classes fondamentales des composantes 

= 4<7^±^[Af Q ] + 4 £ a(g + 1 - a)(2g + 2)![A«] Q + 8 J>( 5 - P)(2g + 2)![A£% 

a=2 (3=1 

et finalement en simplifiant par 8(2g + 2)!, on obtient la relation de Cornalba -Harris 

[2+1] [£] 

(8 fl + 4) A = g[A?] Q + £ 2a(g + 1 - a)[A% + 4^ 0(g - P)[A^% 

a=2 (3=1 

□ 

10.4-3. Integrates de Hodge - Hurwitz 

On se limite en premier au champ des courbes hyperelliptiques. Une autre illustration du principe 
de correspondance utilise ci-dessus revient a observer que des calculs d'intersection avec le lieu hyper- 
elliptique H g C Ai g une fois transported sur le champ hyperelliptique se ramenent a des calculs dans 
■Mo,2g+2- Cela montre que l'objet naturel pour les calculs est Tig plutot que H g . La methode utilisee 
est une amplification du calcul de Faber-Pandharipande ([30]). Elle conduit simplement a revaluation 
d'integrales 
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en notant H g le champ des courbes hyperelliptiques avec un point de Weierstrass marque. Rap- 
pelons que le faisceau inversible ^ G Pic(W s ) (sa classe de Chern) est l'image reciproque du faisceau 
Li G Pic(A / J ff! 2(/+2) (§ 10.2). On conserve la notation m pour eviter toute confusion avec les ipi qui 
proviennent du bas. A.J. Bene a obtenu des resultats analogues, mais par une approche combinatoire 
basee sur cellulation de H g au moyen des graphes epais, et le schema d'integration de Penner [10]. 
A la difference de notre methode, il travaille avec les classes combinatoires W a de Witten, et etudie 
l'intersection de ces classes avec le lieu hyperelliptique. 

Rappelons que dans le champ H g les points de Weierstrass sont marques de 1 a 2g + 2. II est 
commode de noter T~C 1 g le champ dont les objets sont les courbes hyperelliptiques stables marquees par 
un seul point de Weierstrass. Plus generalement on peut considerer la champ H g forme des courbes 
hyperelliptique stables avec j (1 < j < 2g + 2) points de Weierstrass marques. II est aise de justifier 
son existence en adaptant les arguments de la section 6.2. Noter que si j < 2g il est possible que sur 
une courbe hyperelliptique stable appartenant a H g deux points de Weierstrass libres s'effondrent. Par 
oubli du marquage par le point d'indice j on obtient un morphisme ttj : ?i g — > H. g de degre 2g + 3—j. 
On notera aussi H g C M g l'image stable non marquee de H g , i.e le lieu hyperelliptique. On a done la 
factorisation de i : H g — > M g , oubli du marquage par les points de Weirstrass, en 

Kg^Wg^HgC Mg 

Le morphisme ir est l'oubli du marquage par les points de numeros 2g + 2, • • • , 2 dans l'ordre 
indique, e'est a dire la composition 7T2 • • • ^2^+2, son degre est (2g +1)!. Pour ramener par le principe 
de correspondance le calcul a un calcul dans A'(A4o t 2 g +2), on note que 

II faut expliciter l'image reciproque par tt des classes \x\ et n a . Par utilisation iteree de la relation 
generale 7r* +1 (i/>i) = ipi — [Di <n+ i] (10.25), on trouve que, avec nos notations 

^(p 1 ) = fi 1 -[D 1J ]n[W g ] 

(l'indice j signifie que j points de Weierstrass sont marques). Comme Dij est le lieu des courbes 
obtenues en collant une "bulle" (= P 1 ) contenant les points de Weierstrass de numeros 1 et j a une 
courbe de genre g marquee par j — l points, l'intersection avec le lieu hyperelliptique est vide. On obtient 
done que 7r*(/xi) — /xi, ce qui nous autorise a noter cette classe \i\ sans precision supplement aire. Le 
meme argument montre que pour la classe K a on a 

2g+2 

7T*(K ) = K - /£ (10.53) 

a=2 

Traitons en premier la seconde integrale, qui est immediate. Elle se ramene au calcul de Jj^ fil 9 1 . 
Vu que 2/xi = 5*{ip\), elle s'obtient immediatement partant du resultat connu 

[ ff-e= ("~ 3 ) ! {ai + ... +an = n _ 3) (10 .54) 

on trouve en tenant compte du fait que le degre de 5 est ^ 

f 2g-l _ f ;2g-l _ 1 

JW? 1 '^Jm^J 1 ~^(2g+l)l 
Pour la premiere integrale, on montre qu'on a plus generalement: 
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Theoreme 10.22. Avec les notations precedentes, si < a < 2g — 1, on a 

/^■--^^(UO-I^C 9 : 1 )) <*»> 

Preuve: En utilisant la relation (10.52) on voit que l'integrale (10.55) se ramene a une integrale 
sur le champ 7i g classifiant les courbes hyperelliptiques avec points de Weierstrass marques 

„ „ 2g+2 2g+2 

(2g + l)\ _ Ka^r 1 '" = /(Ka-EO^" 1 "^ _K a ^- 1 - a -J2 L^' 1 '" 
Jli^g JT-Lg 2 J'Hg 2 ^« 

En tenant compte de la relation de Riemann-Hurwitz a l'ordre a, qui dans le cas hyperelliptique s'ecrit 
sous la forme simple ki = 25* (kJ), et de la formule de projection, on a 

Jn g A y Jn g z y Jmo,2 9 +2 

Mais 5*[1] = 6*([H]q) = \&*{\Hg\) = | 0,23+2], de sorte que l'integrale se reduit a 

J f / I 2g-l-a 

2 2g-l-o /— 

* J Mo,1g+1 



De la meme maniere on obtient 



f a 2g-l-a 1 f ia i 2g-l-a 1 / ^9 ~ 1 \ 

Pour conclure, notons le resultat elementaire suivant, consequence facile de l'equation des cordes: 
Lemme 10.23. Soit pour 4 < a + 3 < n, t 0j „ = /-^ ^ Q V'" _3_Q . On a r , n = (™~ 2 ) . 

Preuve: On precede par recurrence. Soit le morphisme 7r n+ i : M 0jl+1 — > M ,„ oubli du point 
z n+ i. On a < + i(« a ) = «a - C+i> donc 

<+i(«a)^r°" 2 = *aV>r a_2 - ^r a_2 c+i 

En integrant, et par la formule de projection, on obtient 

/ < +1 (K Q )vr Q - 2 = r a , n+1 - / v>r a - 2 c+i = / «a7r„+i,* w 0-2 ) 

J^O.n+l JMo,„ + l J Mo,n 

Mais par utilisation de l'equation des cordes [4] 

Utf-ei^ E ^•••^"'•••fe 1 (10-56) 

j,a 3 ->0 

on a en particulier 7r n+lj *(-i/;™~ a ~ 2 ) = ^i _a_3 > d'ou finalement la relation pour a + 3 < n, T a?n+i = 
r a , n + («- 2 ) , donc finalement t ,„ = («; 3 ) + (»"*) + + •••+ (-) = . 

□ 
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Pour conclure la preuve de (10.55), les resultats qui precedent donnent apres division par le facteur 
(2s + l)! 

f 2g -i-a_ 1 ( 1 ( 2g \ 2g+l /2ff-l\\ 

h^ 1 ~ (2g + l)\\2^-a\a + l) \ a )) 

qui est exactement l'expression (10.55). 
□ 

Ce calcul pour a = 0, a pour consequence (Faber-Pandharipande [30], prop 4) la relation 

1 + E f29 L { E(-i) i+1 (2* +1 - 1 - i)v>r%-i) v^r 1 = (io.57) 

g>0 JM «^ \i=l J t/Z 

Pour a = 1, A.J. Benne [10] obtient de maniere analogue, via la relation de Mumford qui decrit la 
classe fondamentale [H g ], une relation (plus compliquee) reliant certaines integrales de Hodge 

/_ , (E(-i)-(^- - iWV.) -#" 2 - < 10 - 58 ' 

On peut s'interroger sur la validite d'une relation analogue pour a > 2. Si a = 2g — 1, un calcul similaire 
donne l'integrale de «2 g -i evaluee sur le lieu hyperelliptique on trouve 



1 1 

h'""- 1 (2 5 +~2)! ~ 2^(27+1)! 



L_ K 2 9 -i = 7TT-^T " ^T^TT ( 10 - 59 ) 



Si a = 2, c'est le calcul de Mumford Jjj 2 ^ 3 = 

Soit maintenant H. g , p .£ le champ des revetements de degre p, et de genre g, de P 1 . On suppose que la 
donnee de ramification, versus le diviseur de branchement, est B = Y^i=i v iQi (1 < v % < V)- On a done 
b = 2g ^ p 2 \ 2p ■ On va observer que la relation (10.46) permet d'evaluer, au prix de relations compliqees, 
certaines integrales de Hodge sur T~C g ,p,(, celles contenant A. Le resultat sera en general sensible au choix 
de la composante H g , P ,z, c'est a dire de £, a la difference du calcul par Bryan-Graber-Pandharipande 28 
de 3 A s _i le (casp = 3). Posons 

Le cas p = 2 (hyperelliptique) est un calcul de Faber. Pour initialiser cette suite, il faut calculer B g e 
lorsque 6 = 3, c'est a dire g = 2^—. Dans ce cas le champ est ponctuel. Soit e = |Aut(C aj fe, c — > P 1 )!) 
ou C aj 6 jC est la courbe y p = x a (l — x) b , avec 1 < a,b,c < p, a + b + c = (mod p), et C a ^, c — > IP 1 , le 
revetement (x, y) i— > a;. On trouve immediatement 

{p si a, b, c distincts 
2p si deux entre les trois sont egaux (10.60) 
18 si a = b = c, p = 3 

On a a ^H g , P ,^[Q = ~g[H-g,p,& et -^g,? = \- L & relation (10.46) jointe a (10.49) montre que qu'il 
faut au pralable evaluer les integrales du bord J A A b ~ 4 . II y a deux cas a considerer, selon que l'unique 



2N 
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or bite de point double est du type R, ou NS. Le premier cas correspond a une partition n de B 
en B = B\ + B 2 , Bi = Yli^i v iQi-> et T^i^u — (modp). Avec des notations evidentes, on a 
g = gi + g 2 + p — 1, et la proposition 7.13 dit que la composante est image du morphisme i = £r> 
decrit par le diagramme 

^ ^*?2,p * ^gi,p ^ ^g2,p ^ "^diP (10.61) 

dans lequel — > l~C gi . p designe le revetement universel (§ 6.4.2). Le morphisme i identifie deux par 

deux les points des orbites des points selectionnes a isotropic triviale. Dans le cas NS, on a g = gi+g 2 + l, 
et (10.60) se reduit a 

7~Lgi,P x 7~Lg2,P ~* ^g,P (10.62) 

Si 7r : B = B\ + B 2 est une partition de type NS, done ^2j €ll Vj = rj (mod p), on notera £i la donnee 
de Hurwitz definie par B\ + r/Pi, et £2 celle definie par B 2 + (p — rj)P2 (voir § 7.4). 



Lemme 



, . f si ir est R 

10.24. On a f. A b ~ 4 = <^ (b-±\ n R - oof MC . 

Ja„ I { hi _ 2 )B guil B g2 £ 2 si 7T est NS 



Preuve: Dans le cas NS, e'est immediat du fait que 1 etant le "clutching" morphisme, on sait [48], 
qu'avec des notation evidentes 

z*(A) = Ai + A 2 

done en notant que le b de Ti. gup est 6^ + 1 

Dans le cas R le morphisme 1 : C gitP x C g2tP — > H gtP identifie les paires de points (a j {x\),a^ (x 2 )) si x\ 
(resp. x 2 ) est la section de p\ : C gitP — > 7~l gitP (resp. p 2 : C g2tP — > T~C g2 , P )- Dans ce cas le fibre vectoriel 
z*(E) est decrit par une extension 

-> pJ(Ei) P ;(E 2 ) -> t*(E) r A s O^- 1 -» (10.63) 

l'application res etant induite par le residu. En effet, soit un revetement ir : C — > I? au-dessus de /c 
dans l'image de 1, avec C = Ci U C 2 , et une orbite de p points doubles, l'orbite du point x = i(x\, x 2 ). 
Dans la decomposition en sous-espaces propres (proposition 10.3), H°(C, oj c ) = 0j=i H°(C, wc) J , il 
est immediat de voir qu'on a 

dimH (C,loc) j = dimH^d^cJ^ +dimH°(C , 2 ,wc 2 ) J + 1 

D'autre part le residu en x donne pour tout 1 < j < p — 1 une application res^ : H°(C, tvcY ~^ ^, Q u i 
conduit a la suite exacte 

-» H°(Ci,u; Cl ) J © BP(C 2 ,LOc 2 y -» H°(C,w c ) j ^ k ^ (10.64) 
la suite exacte (10.62) en decoule. On a done 



L _ ^(A b - 4 ) = /_ _ ( A 1 +^ 4 = ( 6 6 _ 4 2 ) /- - 
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61 —2 \ fe 2 —2 



Mais dans cette configuration les classes Aj sur C guP sont les images inverses des classes de meme nom 
de Ti.g iP , done pour une raison de dimension, l'integrale est nulle. 

□ 

On peut ainsi negliger les composantes de type R. Les relations (10.46) et (10.49) en tenant compte 
du lemme 10.24, conduisent facilement a la relation de recursion 

2 ^Zi B ^= E (^- 2 ( 6 -!))(^~ 4 2 W«i^ ( 10 - 65 ) 

somme portant sur les partitions de type NS. 
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